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内容简介 

本书分两部分，上部为堆垒素 数论； 下部为揩数和的估计及其在数 
论中的应用. 

第一部分是关于堆垒素数论方面苏联维诺格拉陀夫院士的研究方法 
和作者自己的研究方法的总结性论著.在这部分中给予维诺格拉陀夫院 
士的中值定理以显著的中心地位，并且改进了它，作者把华林问题与哥德 
巴赫问题的研究方法结合起来，并把华林问题一方面推广到每一加数是 
整系数多项式的情形， 一 方面限制变数仅取素数值.作者把塔锐问题也加 
上了变数只取素数值的限制，同时又讨论到更广的素未知数的不定方 
程组 ■ 

下部主要讨论了指数和的各种估计方法及其应用 T 特别讨论了这些 
方法对 Waring 问题及 roTiwSax 问题的应用，除此而外，也谈到了解析数 
论的其他一些问题与方法.这部分不仅综合了这几方面的结果与文献，更 
重要的是对其中绝大部分重要的结杲都给出了较完备的提纲性的证明. 

本书适合数学及相关专业大学生、研究生、教师及科研人员阅读参考. 
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李福安贾朝华尚在久周向宇 



《华罗庚文集》序言 

2010年是著名数学家华罗庚先生诞辰100周年.值此机会> 我们编辑出版《华 
罗庚文集》，作为对他的美好纪念+ 

华罗庚先生是他那个时代的国际领袖数学家之一，也是中国现代数学的主要奠 
基人和领导者.无论是在和平建设时期，还是在政治动荡甚至是战争年代，他都抱 
定了为国家和人民服务的宗旨，为中国数学的发展倾注了毕生精力，受到了中国人 
民的广泛尊敬. 

华罗庚先生最初研究数论，后将研究兴趣拓展至代数和多复变等多个领域，取 
得 了一系 列国际一流的成果，引领了这些领域的学术发展,产生了广泛持久的影响 + 
他从一名自学青年成长为著名数学家，其传奇经历激励了几代中国数学家投身于数 
学事业. 

华罗庚先生为我们留下了丰富的精神遗产，包括大量的学术著作和研究论文. 
我们认为，认真研读这些著作和论文，是深刻把握华罗庚学术思想精髓的最佳途径. 
无论对于数学工作者还是音年学生，其中许多内容都是很有启发和裨益的. 

华罗庚先生担任中国科学院数学研究所所长30余年，他言传身教，培养和影 
响了一批国际水平的数学家，他的学术思想和治学精神已经成为数学所文化的核 
心.自2008年起以中科院数学所为基础成立的中国科学院华罗庚数学重点实验室, 
旨在继承和弘扬华罗庚先生的学术思想和治学精神，积极推动中国数学的发展.为 
此,我们选择华罗庚先生的著作和论文作为实验室的首批出版物，今后还将陆续推 
出更多优秀的数学出版物， 

在出版 C 华罗庚文集》的过程中，我们得到了各方面的关心和支持，包括国家 
出版基金的资助，在此我们表示深深的感谢.同时，对于有关人员在策划、翮译 
和审校等方面付出的辛勤劳动，对于科学出版社所作的大量工作，我们表示诚挚的 
谢意， 


中国科学院华罗庚数学重点实验室 
«华罗庚 文集》 编委会 
2010年3月 
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堆垒素数论 ® 


①本部分内容曾作为著作出版，见《堆垒素数论 I 北京：科学出版社，1957年. 




谨以此书祝中苏邦交永笃 0 


华罗庚 

1941 年 2 月 18 日 


B 3HAK BE^HOK flPy>KBbI 

MEKfly 

KMTAEM M CCCP 
C rJlYBOKMM YBA)KEHHEM 

ABTOP 


①取自 oe 垒素数论 》 . 




再版序 ® 

作者利用这一次再版的机会对本书做了一些修改和补充.第4章第5节、第5 
章第 e 节和第8节及第 fl 章全部都是经过重写的，此外还有不少章节做了部分改写 
工作 ■ 

读者读了本 书后， 再参阅不多的近代文献,如不久将在数学学报上发表的作者 
论文“堆垒数论上的一些结果' 就可以了解近代堆垒数论的中心部分，并且可以进 
入研究工作的领域.但不要忘记，本书只是一个专著，仅仅是叙述了数论中的一个 
分支，在深入的同时，也应当去了解数论的宽广园地（请参阅科学出版社出舨的拙 
著“数论导引， 

作者乘此机会向越民义、王元、吴方、魏道政、陈景润诸的同志表示谢意，他 
们或指出错误或给以 帮助， 不是他们的协同工作，再版是不会这样快就问世的. 


华罗庚 

1957年7月7日于北京 


①取自《堆垒素数论》 




序① 

这一本小书能够用本国文字出版是和人民民主政权分不幵的.回忆一下离初 
稿完成的日子己经过了十二个年头了，离俄文版刊出的日子也已隔了六年了.在解 
放以前漫长的岁月中，这书在我国刊 m 的柯题，由即将出版、等待出版一直演变到 
把原稿搞得无影无踪，以至于到了今天，在中国科学院敦促之下我还得从俄文本翻 
译出来付印.这些事实，有力地说 明了， 旧政权是怎样腐优怎样地不关心科学 s 而人 
民民主政权又是怎样地宝爱科学成果+ 

十二个年头不算短暂,科学工作又有了不少的进展,所以仅把俄文本翻译付印, 
是不合当前的情况的.我改写了几章,特别是第5章我把维诺格拉陀夫院士在1942 
年到1947年进一步的创造性前工作及著者1947年的工作包括进去. 

在工作完成的时候，心情是异常愉快的.不但由于我的小书得以在祖国出版， 
而特别是从前所渴望着的中苏两国的友谊今天是实现了——已经牢不可破了！没 
有中国科学院的鼓励,这本书是不可能再出版的，所以我由衷地表示感谢+数学研 
究所的同人分头负责核阅及订正，人数之多使我不能在这儿一_列举.只有在集体 
主义的今天才会出现这样友爱团结的精神.而这又证明了人民民主政权的优越性. 


华罗庚 

1953年5月于北京 


①取自{堆垒素数论》 




俄文版原序 _ 


本文中叙述了关于堆垒素数论的新结果，这一学科的基础是由 M . 维诺格拉 
陀夫院士所奠立的，而由著者发展的.在第5、6两章把开拓了新途径的维诺格拉 
陀夫院士的工作加以简化与改变而重述出来.阅读本文，除了引理7,14之外，并不 
要求有任何其他较专门化的知识 . 

本文中大部分是著者所获得并在这里首次发表的结果的系统叙述. 

无论著者如何地感谢维诺格拉陀夫院士都不会是过分的. 

闵嗣鹤、钟开莱两位先生对于本文手稿之准备都曾给予帮助+ 

最后，著者对苏联科学院对他的著作的好评价愿表示深切的谢意.在这些困难 
的曰子里，我们的科学研究的成果能获得最友好的人民的最髙权威方面的赞助，这 
特别给予我们很大的鼓舞.这种文化的合作是永远宝贵的，而在现在的时刻，这更 
具有特殊的意义.谨祝此书的出版将会加强我们两国伟大人民间的真诚友谊与相互 
亲善. 

华罗庚 

中国昆明国立清华大学 
1941年2月18日 

在几年的战争之后,承维诺格拉陀夫院士给予我访问苏联的机会.我非常窩兴 
地获悉我在1940—1941年所写的这篇论文已在付印，在1942年维诺格拉陀夫院士 
已把他的方法更精密化，而著者在到莫斯科之前还完全不知道.他的精密化加强了 
关于平均值的定理（本文中的定理 7). 藉助这一定理我们可以改进定理8, Ml 、 13, 
17等等，例如定理11对于 s > 10 fc 2 log k 也真实，而定理13对于 s ^ so^ik log k 
也正确，等等. 

最后，我谨向翻译此文的 B . CeraJi 与几 A + 两位教授致谢， 

华罗庚 

莫斯科，1946年4月17日 

①编者（指斯切克洛夫数学研究所专刊的编者）识：本书于1941年交数学研究所专刊编辑部 t 但由于 
1941—1945 年的战时条件，现在才能出版， 

© 取自 t 堆垒素数论》. 




说 明① 

本文并无一般的引言.各章的第一段有主要结果的叙述.本文中常引用下列 
符号： 

对于实数、 M 表示不大于 Z 的最大整数，而表示由么到最近整数的距离. 

e(z) = e 2Kiz , e q {x ) 二 

k 表示一正整数; P 是充分大的正数，而 i = log 

max 6, - - , g ) 表示 a, b, … ， g 中最大的一个 ，而 min (a, 6^ - , g ) 表示其中 
最小的一个 . 

如习常所用：表示 a 整除6^ 0表示 a 不整除 6. 本文中常用 p 表示素数， 
p l \\n 表示 〆 |n 而 p l+l f n, 

c(a 7 V ■ ， ， S ) 表示某一依存于的正数; e 是任意小正数，但不一定在 
每次出现时都是一样的， 

f(x) = 0(<p(x)) 或 /(x) 《 <p(x) 表示 

17 (^} ： ^ c(a ， 6, … ,g)<p(x). 


在陈述定理时我们不用符号《及 O , 而用如以上形式的不等式.在证明中或 
引理中如果用到符号《或0,则其所包有的常数仅依赖于定理叙述中所涉及的 
a ， 6, ■ ’ * ， 

如有特别声明，符号的含义可能有局部性的改变. 


①取自 I 堆垒索数论》. 




第 1 章三角和 


§1*1 定理及基本引理的叙述 


定理1命 /( T ) 代 表一个 有整数系数的多项式 

/㈤= UkX k +- h aiX + a 0 . 


若（叫，…， ai ， g ) = 1，贝 【J 

此处 S 是一任与的正数 . 

为了简单起见,我们引用下面的符号： 

= } e q ( x ) = e 2 ^ 

及 

3 ：=i 

基本引理（引理 L 1) 若 pf (⑽ …， M ) ，则 

\S{p l J(x))\^c 2 (k)p l ( l - a l 


§1.2 由基本引理推出定理 


引理 1*2 
个数.则 


用表示 g 的不同的素数因子的个数，用表 g 的正除数的 

2 V ^> < d ( q ) $ c 3 ( e ) q £ . 


证若素数 p > 2 1 乂贝 ！ J 

d(p l ) _ IH-1 ^ l + l _ t+1 ^ l + l 

p u — 〆 、 2 l = (i + iy ^ iTT 
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又若素数 p < 2如及 f > 1，则 


d(p l ) = MJ. < I + ： 

p^ £ p^ £ 、 


$ 


i + 




2 


le log 2 e log 2 


命 q = 炎 … pis 此处 pi ， …， ps 是 g 所有的不同的素因子，则 


%) 

<i £ 


11 擎 < 


Pk 


p fer 


p ^ 1 /* 


£ log 2 


ca(el 


引理中第一不等式显然真实， 

引理 1*3 若 ( q \, q 2) = 1 及 /(0) = 0 ，则 

S(qxq 2i f(x)) = S(q u f {q2x)/g 2 )S(g2, f(qi x)jq 1 ). 

证命 x = 当 y 及 z 各经过以 g 2 及讥 为模的完全剩余系，则 : r 

经过以 & g 2 为模的完全剩余系.显然得出 

e ^(/( ⑽ + ㈣ )） = (/( 辦)/必） 


及 

扒補， /( 工 ))=[ 〜 m (/⑷） 

x=i 

=£i> qi (/( ㈣) M)e 办 {f{q2z)/q2) 
y=lx=l 

=S(qi, f(q2x)/q 2 )S(q2j(q\x)/q 1 ) r 

定理的证明我们可以假定叼= 0而不失其普遍性.命 4 =沽…政，此处 
Pi , …，％ 是9所有的不同的素因子.由引理 1.3 

彻，■會 

及由引理 1.1 可得 

_，/⑻) 

再由引理 1.2( 我们可设 c 3 > 1)， 

4 {q) = ( 2 心 )V°s c ^ lo « 2 < C l (k 1 £)q e . 


由此即得出本定理. 


§1*3 当 Z = 1 时基本引理的证明 （Mordell*) 

并不失去普適性，我们可以假定 P 及却= a 为了简单起见，我们用 E 

■3C" 

代表 f . 如是得到 


^ p (^ kx k +…+ a〆 


*1 I x 


+ x k^Vi - - Vk ) 


yi Vh ajt ai 

+ - 1- ai (xi H — ^ + Xft — |/i —— 

此处 JV 表示下列相合式组的解答的个数 t 


Vk))=p k N y 


怎 ? + …+ 忠公 e + …十 d (mod p )， 1 ^ h ^ k y 1 < ar) y 


注意，获得此结论时，引用了下面的公式 




J 2 e ^ hx ) 


分’ 兮 | 九， 

0，若 g 十 /u 


由对称函数中一习知的定理，由 （1) 可以引出 

( x — 怎 1) * … （a — Xk) = (x - - y h ) (mod p). 

由此可知 yi ，… f y k 乃由 x ir - , x k 转换次序丽得出的 (mod p ). 所以 


N < *!/■ 


由此得出 


y^^-y^JS(p,a h x k + … + aix)\ 2k < k\p 2k . 


(1) 


( 2 ) 


显然,对任 一 0 (mod p )) 及任 一 / i 常有 

\ S ( P ， f ( x ))\ = |5( p , f(Xx + M ) - /0 u ))|. 

所有这种形式的和都在 （2) 式的左边出现.今往求出由所有不同的多项式 f(Ax 十 
M )- /( M ) 所得的和 S ( p s f(Xx + / x )- 腦 的个数.若二多项式的系数各各相合 


* Quarterly Jour, of Math n 3 ( 1932 ), 161 — 167 . 
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(mod p )， 则此二多项式算为全同, mod p 我们可以假定 pt 叫而不失其普遍性+若 
/( At + #) 一 /⑻与 /( x ) 全同， mod p , 则得 

o > k ^ = o^ky kakX ^ 1 ^ + ak - iX k ~ l = a^_i (mod p )* 

适合妙 e 1 (mod />) 的 A 的个数 < L 对一固定的 A ，// 就唯一决定.所以形如 
f(\x + / x ) — f ( fi ) 的多项式中最多有 fe 个与/⑷全同 ， mod 
由此可得，在所有的 p(p - 1) 个多项式 

•f (入 r + ") _ /( M ), 1 < 1 < M < P 

中，至少有 p(p _ 1) A 个是互不相同的.所以 

ap ( p ^ l )\ S ( pJ ( x ))\ 2 k ^ k \ p 2k , 


即 , 

l^(p, /W)l < (^ri)) S p ^ ( 2fc ■ ^0^V _o ^ V"°- (3) 

§1.4 几条引理 

引理 1.4 假定 s ( a ?) 是 一 整数系数的多项式 ， mod p,a ^ s { x ) ^ 0 (mod />) 的 
m 東概 • + a )*. ^ t ( x ) = p ~ u s(px + a )^ 则相合式 

t ( x ) = 0 (mod p ) 

至多有 m 个根. 

证并不失其普遍性，可以假定 a = ( X 如此则 

5(^) = X m Sl(x) + PS2(x), 

此处 5x(0) ^ 0 (mod p ), S2 ( x ) 的次数低于 m . si ( x ) 及 s 2 ( x ) 都是整系数多项式.由 
此得出 

s(px) = p m x Tn Si {px) 4 - pS 2 {p^)* 

因为的系数 p m si (0) 不能为广 +1 所整除,所以 u < m . 又因为 p ~ u s ( px ) 的次 
数 ( mod 此所以证明了本引理 + 

引 S 1.5 假定 

f(x) = akX h + …+ aix } 


^ p u \\ g { x ) 表示，整除 g { x ) 的所有的系数，但 严 + 1 不能， 


Pt (办，…， 〜)， 如果 〆 恰能整除 + py )- f ( fi ) 所有的系数，则 


1 < a < A, 


证假定 a > fc + 1,则由于浐能整除 /(/i + py )~ f ( fji ) 所有的系数，可知 

V 。 ^[严)⑻，1 SS 左， 


即对任一 h 常有 

由此得出 



因而得出 nPHi , … , p \ a lt 此与假定 P 十 ( aw ，耐）相违背 - 


§1,5基本引理的证明 

基本引理可以由以下的更明确的引理来概括 4 

引理 1.6 命 f ( x ) = a k x k + … + aiz + ao ， j>t (叫，… ， ai ) •则 

证命 f 是能整除⑼叫, .. ，，2«2, ai ) 的 p 05最商方次.又设 / i lT ……是相 

合式 

f f ( x ) = 0 (mod p i+1 ) } 0 < a : < p 

的相异的根.其重数分别为，…，命 77 H +… + m r ~ m , 易见 此 

引理显然是不等式 

15< y ，/( x ))| < fc 2 raax ( l ， m ) p ci_a ) £ ⑷ 

的直接推理.现在用数学归纳法来证明上式+ 

由于 p 十(叫，… 】 ai ) 及 p t \\{ ka kr ^ , 2a2 ? ai ), 所以一定有 〆 （ fc . 

1) 假定 i < 2 (f + 1). 如果 f = (^即得 i = 1,这是已经讨论过的情况.若 t > 1， 
则显然可见 

\S(^ l J(x))\ ^p l ^ ^ p i(l-a) k (2 + yt)a ^ ^ 


故引理成立. 


* 
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2) 假定 Z )2(* +1) ■写 


p 




l?;l -1 

95 巨 u (mod p) 


如果 V 并非之 一 ，则命 


汉十 0^ y < p l ~^\ 0^ z < p t+ \ 


即得 


E e P i(f{x))= 53 5Z e pdf(¥) + y^ t-lz f(y)) 


El? (mod p) 


o ^ u < p ^* _1 0^^< p t+l 
y=v (mod p) 


P t+1 - 


XI e pi (/(«}) ^ V +1 (^/%)) =°> 


0^ v < p i - t_1 
y=v (mod f ) 


z=Q 


最后等式是由于 f ( y ) t 0 (mod p t+1 ). 

如果则依引理 1.5 来定 义内， 如此则得 

p 1 p f_i 

S ^= 乞 ^(/{ x )) ^ e pK / (叫十仰)） 

*=? 1 V = 1 

s 耷 Mi (niod p) 

p 卜 1 

= e P i (/( j ^ i )) e p 卜〔叫 + py ) — f ( jM )))， 


命 9 i ( x ) = P ~ < ^ i { f ( f i i + P X ) - /(内)).由引理 1.5 可知 


\ S ^ i \= p ^ 1 \ S ( p l ^% g i ( x ))\ 
在疒“卜叫邮一％识⑻ )1, 


总括 （5), (6) 二式得出 


P(pV/ ㈤ )1 < XX iU — a )|S(phA(x)^ 


i —1 


如果 Z 师用归_法并引理 1.4, 由 （7) 式可得 

lS(p 、 /(a：))K 亡 m 一 1 - a )fcV i_flri ) (1_a ) < mfcV (1_£l) 


i-l 


⑹ 


⑺ 
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若 J < max ( d ， …，则！ < fc 

r 

\ s ( j > l , f ( x ))\ ^ y -^ < k P l ^ a \ 

i=l 

由是基本引理即已完全证明. 

所以定理1也就已经完全证明. 

§1.6 推 论 

在论述若干推理之前，我们先引入关于整值多项式的观念+ 

定义如果对 整数％ —多项式 /( I ) 的值也是整数，这多项式就称为整值多 
项式. 

引理 1.7 命 

v\F v (x) = x(x - 1 ) — (x — v + 1)* 

一多项式是整值多项式的必要且充分条件是它可以表成 


a k ^ k ( x ) + ■' ^ ( o :) + og 


的形式，此处鉍，…， ai ， a 0 都是整数. 

证显然 F v ( x ) 是整值多项式，所以 a k F k { x ) +… + ai F L ⑷ + ao 也是整值多 
项式. 

反之,任一多项式常可表成 


/㈤=㈤ + …+ 6iFi(x) +6 0 * 


连续以 r = 0,1,2,…，代入上式，若 /( a :) 为整值多项式，则可知诸6 —定是整数. 
现在可叙述本章的定理及基本引理的推论. 


推论 1.1 命 f ( x ) 是一 ft 次整值多项式，它的系数的最小公分母用 d 表示， 
设 p ^ H 并且假定并非/0) _所有的非常数项的系数的分子都是 p 的倍数_则 


p 


i+t 


^epiifix)) 




证由于 d | M ， 所以得此推论， 

推论 1.2 命 f ( x ) 是一 it 次整值多项式，它的系数的最小公分母是 rf . 假定 
对 g 的任一素因子 P ， fix ) 的所有非常数项的系数的分子都是 P 的倍数.则 

q 

Y^ G q(f( x )) < c 5 (k,s)q 1 ~ a ^, 
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此处 g = q - J ^[ p f \ 

pk 

p t \\^ 

推论 1.3 仍如推论 1.1 及 1.2 的假定,我们有 

p … 

^ e pi (/( ar )) ^ ce ( k ) p^~ a)l 

pt ® 

及 

[〜(/ ⑷) ^ c 7 ( k , e ) q 1 - a ^. 

£ = 1 
(* T g)-i 

证我们现在仅证明第一不等式,第二式可由第一式推得，显然有 

〆+* pf 十 t-i 

E 〜(/ ⑻)= J > P K / ⑷)-乙 “(/ ㈣ )- 

^ t 1 a：=l X=l 

Pf * 

写 

df(x) = ajcX k + …+ a\x + p\ ( 叫， "-ai), 

命圹是 p 的最高方次可以整除 ( f ( px ) - /⑼) d 的所有的系数者. ft 然 1 <以 L 
所以当时， 

p 1 ^- 1 

e Mf(P x )) = J2 ^-4p~ u (/(p^) -f(o))) 

i=i i=i 

< p 只-、 c 4 ( k ) p ^~^ {1 ~ a ^ 

< C4(k)p l(1 - a >- 1 ^ < c 4 (k)p l ^- a) . 

若 I < fi < k 、 则显然有 

[ ^pi(fip^)) < P i+ 卜 1 € klp 1 ^ 1 < k\p {l ~ a)l . 

X — l 

§1.7 有限的傅里叶级数 

引理 1,8 命 

S = e(na), e(a:} = e 2jI ^, 

q f < n ^ q ^ 


则得 


此处 { c ^ 代表从到和它最接近的整数的距离.换言之, { a } = min(a [ a ], [ a ] 
1 — a ). 

证显然有不等式，若 a 一叫，命 Q = 〆 - A 则有 


|0 ~i 1 _ 

[ e(na) = [ e(rm) = 了^ 

ii =0 


e ( Qa ) 2 

- e ( a ) "" |1 - e ( a )| 


I sin Jta ) ^ 2{ a } 


当 0 < 《 < 豆时 sinjif > 2$ 所以有 I sinO 2{€} 
弓 I 理 1.9 命此 t ) 表一周期是 g 的函数，且 


9(^) 


1,当0 < a : 系 m ， 

0，当 m < a : < g ， 


9 ⑷ = ^ + \ 5^〜(一 S 〜(一啡 


证显然 〆 $) 可以表成 


9 {^) =" - iy q {n x)^e q {-ni) 
q ttr=l *— 1 


1 ql m 

+ -S e q (nx)J2 e <ii- nt y 


§ L 8 

定理 2 设 / Or ) = a k x k +- - ha ^ x+ao 是—整数系数多 项式. 命 （ a fc ， …， a 2 , q ) 


名则 


^^(/(^)) - - S ( qJ ( x )) < c 8 ( k , e ) q 1 - a ^ d a . 

™ 一 i * 


又当 1 < m < 分时 


^ c 9 ( k J £) q ^ A ^ d A . 
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证由引理 1.9 已知 

m q 

㈣= S e q {f(x))g(x) 

ar—1 x=\ 

= ^SiqJix)) 十 ^ 〜 (/㈤) E e q (nx)^2 M - 叫， 

" a?=l n=l t=t 

即得（由引理 1.8) 


冗 M/ ㈤)- ^Siq, f(x)) 


1 g-i 


Q 


n=i 2 




E e “/ ⑷ H- nx) * 


命 (d } at + 7i) = q\ 则由定理 1 可知 



Q 

XX (/<>) + nx ) 

x=i 





< 9 i-a+ s < q l ~ a ^d a . 
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§2.1 引 言 

本章的目的在于证明以下的定理. 

定理3 命 f ( x ly x 2j -- , x n ) 代表一个次多项式，它的系数是整数，并假定 
所有的系数的最大公约数是1，则 

P F 

， ■- . ， ^) 1 ) < l)A(log X) c ^ l \ 

= 1 =1 

/{*1 r ^ 

此处 X 表 |/( Xi , … , x n ) I 在 1 S 心，…， < 尸中的最大值， A = 

注意，此处及句与/(以，…， q 的系数并无关系，由此定理容易引出下面 
较广泛的 推理： 

命 f(xir -, x n ) 代表一个 fc 次整系数多项式.命 m 代表它的所有的系数的最 
大公约数，则 

p P 

… E /( I 伽 1 ，…， x n ) l ) < n ，/)- 4 (log X ) c ^ n ^ d l ( m ). 

1 3D^x = l 
/<^li ■- 

定理 3 的证明依赖于 vmi deir Corput 的一个引理 （§2) 和第 1 章所证明的关于 
三角和的结果. 


§2.2 van der Corput 的引理 


引理 2.1 设有正数4及1存在，使 

x 


朴 =1 


此处 T ( y ) ^ 0 ? x ( p ^ a ^) > 0;且 


y ^( a + i)( i+2/7 〜 tp ， a)<c ， 


* Proc f Akad, W&tensch,. AmsteTTiGrfnj 42 ( 1939 )^ 
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此处 C 与素数 p 无关.又当 u = ly = 0 时，有不等式 

则 

x 

J^d}{y)T{y)^ c 3 (/ ， C ， 7 )-4{log X 广 

v=i 

证把 2 /写成 y = 乃朽 . - PmW , 此处 P 经过 y 的所有大于 X ? 的素数因子, 
以表 W 的不大 J _ P 之最大因子 ，的表 w / vi 的不大于之最大因子，依此 
进行.假定此手续止于 n 次，则 g 可以表成 

y 二 Pi … PmV\ --V n , 

这 n 将称为 y 的指标，而办 …，％ 将称为3/的特征因数 + 

显然有、-由此得 

X，< 朽 … P m 《足 ^§(-1)7^ <X： 

即得 1 2 

m ( — t < 1 H — * 

7 7 

由 d ( A / i ) ^ d ( A ) d (/ i) J 可知 

d{y)^ 2 m d(vi) … 也 …） S * -d(v n ). 


显然有 


r 2"' 若 n = 0, 

d l ( y ) ^ ^ JL 

I 2 1 ^ max d tn ( v v ) < 若 rt > 0- 


写 

X 

S = J ^ d l ( y ) T ( y )^ [ U n , 
y=i o«i+2/i 


分和 f 4 代表 S 中所有 y 的指标是 U 的项之和. 

当 u = 0 时， 

x 

Uo K ^ lh YL T (y) <2 卟 A 


若 + l 则 

7 

n 

U n <2 l ^^2 U nv , 

v=l 
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其中 

x 

y—l 

X 

此处^ ; 表示一个和,其中 y 经过一切指标是 n 的数 ，且以 w 做它的第 t; 个特征 

叔 =1 

因子者，已知2 < % ' 所以 

U nv < Y , d tn ( v ) J 2 ff T(yh 

y=^l 

X 

此处 YJ ， 表示一个和，其中1/的指标是 M 且以 U 做它的第个特征因子者.因此 


1 ti 而 1 ^ —- 1 p€T 


iU 


由于 d ( v ) = ( a % + l){a 2 + 1) * - ■ (a 5 + 1) 3 可知 

t/™<A Y, n (ag+ 1 产 3 ^ 


^=1 

/ oo 

“ n 0 十 e 

p^x^f \ a=l 


(a H- 1 产 ; z:(p’ q) 


P 


矣 Ae R ( 4 Ae c 1 叫 1 吨 x < c^A{log X) c , 

此处 ii = C f t 代入关于 队及 5 的不等式，由此即得出本引理. 
(注意，在证明中用了等式 


^ i = loglo g JC +0( l ) 

p<x v 

这是素数定理的推理.当然也是引理 7.14 的推理 


§2,3关于相合式解数的若干引理 

引理 2.2 命/(^,…，〜）是具有整数系数的 fc 次多项式.并且假定并非它 
所有的系数都是 p 的倍数.则相合式 


/( A , … , x n ) = 0 (mod p ^) 
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的解数矣 C 4( A ， n ) p na_1 , 

证 1) 当 n = 1，这引理显然正确，因为相合式 

f(x) = 0 (mod p) 

的根数不趨过 I 所以原相合式的解数< fcp "- 1 . 

2) 将相合式 … ,x n ) =0 (mod p fX ) 写成 

,x n ^i)x^ +- h fo(xir- ， ;cn 一 l) 三 0 (mod p Q ) r 

我们现用归纳法来证明本引理.假定本引理对 n -1个变数是真实的，则 

,x n -i) = 0 (mod p a ) 

的解数是 0(p( n - 1 ) 01 巧.如果 f s (xi r - - ^ ,a: n ^i) ^ 0 (mod p^), 则原式中&之值最 
多是所以所讨论的相合式的解数 S 
引理 2.3 在引理 2.2 的假设下，相合式 


/(> 1 ，… ,^) = 0 (mod P” 

的解数矣 cs ( k } n)(a + l ) n _1 j ? not_aa ^ 此处 a = 1/ A . 

证 1) 当 n = 1，相合式 


f(x) = 0 (mod p a ) 


的解数等于 

i ，时⑽ ，〜⑷ = W ’、 

h=l j :=1 

命 

f(x) = ak^ k H - h aix-h a 0 - 

若 p |(、 … Wi ) 而 p\o>Qy 则此相合式无解，引理显然成立.今假定 p\ (ak, ■ - - ， ai ). 
由引理1,1， 


p€* p,ck 

^ / v=l ff=l 


P l 




h« 


®=1 


a V 


i ^ ^ 


p« 


A=0 




[^( h / O )) 

X =1 
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°[— 1 E f p a ~ K p x ^ {a ~ m ~ a) 


= 0( p ^-% 


此处用上了 


Ep 

A=0 


— A 1 —g ) 


(m 


2) 归纳法.把式子 


/(^i, - - * ,^) = 0 (mod p a ) 


写成 


Sk^n + “ ■ + 卯三 0 (mod p a ), g v = g v {xi, - - ■ ， x n ^i) 


今分别讨论使 


P 入 11( 仇，…，训 ） ，a > A > 0, 


(1) 


以及使 p a \{ g k , … ， 如）的整数组仏… ,^- 1 ， 在后一神情况之下，其解数是 


0( (a + ! 广： yn - 如 -⑽= 0 扣 + i)^-2 p 


no!—ot<r 


今讨论具有条件 （1 彳的情况.在所有的5之中，至少有一个并非所有的系数都是 p 
的倍数的，以如表之.由归纳法假定，适合 


三 0 (mod p 久)， 0 矣〜 <〆，1 ^ ^ n 


的解数最多是 


0((a + 十 (n-i)A-Aa) = Q({a + i) n -^ p C"-i)« 


—Xa 


即适合条件⑴的 Xh . ■ . 的组数是 0((0 十 l)n-2 p (n-l)a-x a) 对每一组适合 

(1) 的工1,… , X n ^ i } 相合式 

+ * + 赛兰 0 (niod p a ^) ? 0 < x n ^ p a ^ 

最多有 c ^ VKa - AMii )) = 0( f ( Q - A ) a ) 个 〜 

所以引理中所涉及的适合 （1) 的相合式的解是 


* 28 ^ 
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0({a ^ l) n - 2 p {n ^ 1)a - h y a - iot - X ^ u ) = 0((a + 1 广一 2 |? ⑽-⑽) 


入 = 0 时此结论也显然真实 . 所以引理中相合式的解数是 


0 ( + l) n -V a ' aflf ] -0((a + 1 广 -y^ 一⑽） 


. A=D 


§2,4定理的证明 


在引理2,1中取 T ( y ) 为 


|/0i，* M ， z n )| = y, I P 


的解数.则得 


p p x 

… d l (\f(xi r ^ } x n )\) = 

i/=i 




此处 x 是 1/(^1,--^ ,^) i 在，…，中的极大值. 
取 7 = a 及 


T ( p ， a ) 


0 ( 1 ) } 


当 ct < h 


o((a + i ) n _ V - ⑽)，当 《 > 心 


则 


x 


p p 


^ m /}= E -" E 1 ^ p ^ A 


y- 


xi 


此处 M 是 


x 


+ M ， 


>\y 


= 0 (mod v) 


的解数 ， 但此相合式之解数为诸相合式 


/( 灼， …, x n ) = 0 (modO ， <7 = 1,*** y s 
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§2.5 

为了将来的应用，我们证明两条较精密且特殊的结果，这些结果也是和除数函 
数和有关的. 

引邏 2.4 命 * 是一正整数，则 

0<^P 

证当 f = 0时上式显然正确.今设其对 t - 1也真.则 

(伞 )〆 __ y ' ( d ( z ) y~ l ( d ⑷广 1 

£ J r / ^ j / “ / [rnw^ 2" 

0<^<P " 0<z^P 0<A<F 0<MP " 

X\z 

^ X ： (蚱 - l )) 2 ( logP } 2t . 

0<A^P 0<pl^F/X ^ 

引理 2.5 命 t 是一正整数，则 

E (啦 ))4 Cr (*) P(bg 戶产一、 

a < z^p 



证由引理 2.4 及归纳法可知 


堆垒素数论 
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§3.1 

定理4命代表一个 fc 次整值多项式 t 

P 

r («) = y ^(/( 咖)， 

ar — 1 

则当1 < V < fc 时,我们有 

[ l \T(a)\ 2v da < P) c ^ k ^d v ~ l (u) y 

Jq 

此处 w 是 /( X ) 的系数的分子之最大公約数， c ( k , v ) 仅依于 k 及 v 而与 /( a :) 的系 
数无关 I 

附记： 因为 i 

g(X) = log ^ \T(a)\ x da^ 

是一凸函数，所以我们可以得出关于任一实数 A 的不等式.确切 些说： 当 F < A < 
2奸 1 时有不等式 

1 j 2—2™ v A 1 1 

jf | T ( a ) l A da ^ a 陶| 2 、) (乂 | T ( a )| 2 V +1 da ) , 

因为本文中以后不引用这一结果,所以我们不证明这一结果. 

§3.2 关于不等式的若干引理 

引理 3.1 若 a + /? = 1 ， a > 0 , 卢 > 0 , (M > 0,贝 IJ 

s a t^ ^ sa +1/3. ( 1 ) 

— ■般地，若 aa + " ，+ 叫=1，作 1 > 0,… ， a n > 0,沒1 > 0,…，> 0,貝 IJ 


sf 1 - - ^ SlQii + . ， . + s n a n . 


⑵ 
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证 1) 当怎> 1,0 < m < 1;我们有 


m J y m ~ l dy ^ m j dy = m(x — 1). 


取 x = 7 ( 容> *), m = a 及 1 — m = / 3 ，即得⑴式， 

2) 由 （1) 式知当 n = 2时 （2) 式成立 • 今用归纳法.设 （2) 式当 n — 1时已成 
立，于是 


彳 1 …4, 


■ 1 一 Otti 


1 \ 1 一旮 rt 


— oen 


n-l 




+ ^ [ ^1 Z 十 ■ ■ * + ^n—1 Z ) {1 一 + ^ri^n 

\ 1 - I -0^71 / 

=SlO!i + . . ■ + S n —i0c n —i + 

此即⑵式， 

引理 3*2 若 a + /? = l ， a >0，/?>0, 则对实数如及心 (1 SnSr ) 常有 

r / r \ a / r \择 

a nf>n ^ f ^2 1^1* I f IM 百 j 

n=l \ri=l / \fi—1 / 

(以后 引证时 ， 这不等式 将称为 Holder 不 等式. 而 o ； = /? = | 的特例， 将称为 Eyn - 
flKOBCKHii , Cauchy 或 Schwarz 不等式). 

证由引理31可知 


^\ a n b n\ r , .± 

n-l _ \^n\ a 

t\^\) a (t\^X n=1 tw 


\ K \^ 

Eim * 


< o ： I a n I« ^ /3|fc n p 

n=1 L Eim * 


引理 3.3 命 


AQ ( x ) 


a + = L 




今用符号 t 表示一和、此和可以分为 C 2 ( k ) g , 每段的求和变数0；过 （ P 个连 


* 此符号以后将经常采用. 
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续整数，则当4=1,2,…， A 时有次之不等式 


p p 


⑷ 2 、 c 3 ⑻〆 十 1 m 如 …如 △ … △ u) 




v 从 Vi 


证由等式 


p p 


EE e(/(^x) - /(^2» 


X\ = l X2— 1 

P P 


m e (/<>2 + in) - /( 工 2 )) 


^2 Vl 

P P 


A / ㈣ ), 


Vl ^2 


可知引理当 M =1 时为真. 

今假定本引理对 "-1 为真*用 Cauchy 不等式得出 


(1^1 




P P P " 

({c^-i)) 2 p 2 ^~ 1 -^ 》■■ X 5Z e ( 讥 . •，-1 a …△/(%)) 

vi Vn-i 

p p p 2 

《… E … 知 _i A … △/(%)) 

m vh 〜 y -~ l V1 

P F P 

… E E e(Hp A … A/( 〜 +i)). 
vi +i Vm yi 

引理 3,4 若 Q ( x ) 是一 A : 次多项式，其最高方次的系数是 o ： ，则 AQ (: c ) 是 x 


的斤- 1) 次多项式，其最高方次的系数是由此推得 


A … A Q { x ) — klax + /3, 

yi vk-i 

A ■. * A Q (^) = kla , 

Vi Vh 


此引理的证明十分明显. 


§3,3定理的证明 

并不失去普遍性，我们可假定/ ㈤ 是整系数多项式.因为如果 g 是/(4的系 



堆查素数论 


数的最小公分母，则由 Hdlder 不等式（引理 3,2) 可得 


/ \T(a)\ x da= / 
F o io 


Q l ( P - t / q )] A 

E E e ( f ( qx ^ t ) a )\ da 

t=t 3C=0 


< q x 


l ^2 H <(/(啊 + f ) —/( t )) or ) do ；， 

t=l Jo x =0 


此处 J(qx + 1) - f ( t ) 是整系数多项式 .又注意 g ( kL 
当 7 ; = 1 时此定理显然真实.由引理3,3得出 


p p 


| r ( a)r 1 +，卞 t 乙… E p e ( j/i …办 A ■ ■. △ /(%+ i ) a ), (1) 




Vt ^ Vi 


此处星号*代表条件 


J/i …如厶… A /0 M + i ) / 0. 

vi 


其中用到由奶… A … A /(〜+ i ) = 0 可知有一个 t ; 使如 = 0 或 A … A /( a ^+ i ) 

yi yi 

0 .因为△…的最高系数非零，所以得出⑴式. 

Vi^ Vi 

以 iT ( a ) r 乘不等式双方，并且对 a 由0至1求积分，即得 


f l |r(a) 广 1 da 《 P 2 ^ 1 f 1 \T{a)\ 2 "da 

Jo Jo 


p p 


( 2 ) 


+ p2^-^-\ / ^ ^ ^ ^ A * ^ A /(^+i)o:)|T(a)| 2 * t da. 

Jo . . 一 如 奶 


Vu 〜十1 


由归納法假定可知 （2) 式右边的第一项是 


0(P 3f+ -^^-^(log p)^(fc^3( rf ( n ))^-i) 


0 ( p y L i - l( Iog 


(2) 式右边的第二项等于 


P P P P 


，，一 1 / E … EE * E 5>(( 奶 


Vfi ^ + 1 ^2fi 


—f{^l) —…— _f (咖 _0 + /( 咖 -Ml) + 


. 办 A … 厶 /( 〜十 1) 
yi 

+ f(z 2 ^))a)da 
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此处丑是下列方程式的整数解的组数： 

Vi …V 鈐 A " - Af(x^i) = f(z\) + …+ /( 之如 ，0 —^ 1 - /( 咖)， 

讲 …办 A … A/(aVhi) / 0 ， z v ,y v ,x v ^i <$C P. 
v * m 

对己与的 (3) 式的解数 


《 + …+ /( 名 2 卩 - 1) • 一…一 /( 吵 })* 

由定理3,可知 

p p 

E-E + …一 f { z ^)) 

■El 

《 d^(u)P 2it (log 尸产(^)， 

此处料号表示条件 f ( z x ) +， " - /( 吵: ) _ 0,定理己经证明. 


§3.4 Weyl 的引理 


引理 3.5 命 g > 0, 

a - - ^ ( h , q ) - 1 

9 T 

及 

/+9 / 1 \ 

卜 +硕) ■ 

则 

Q < 617 + g log 9 . 

证写成 a = — + 1^1 ^ 命 a = a；i + /;则 1 < 工 1 < 把 ©/ 写成 

4 Q 2 

a /=5 + £， |^| ^ 1, &:整数 

^ Q € 

的形式> 

由于< 4可得 

{ ax } - { aa ：! + a /} = |^ + ^4-^ + ^-| = { />+, | |^| < 1, 

此处 p 表示以 g 除 h + & 所得的绝对值最小的剩余. 


■ 36 . 
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由于 ( k , q ) = 1 ， 当々经过一完整的剩佘系 ， mod 《时， p 经过 0,1, …， 

并且同 一 p 的值出现最多两次. 

Q 中适合于 p ^2 的各项用 (7 代替它们，其他诸项可以表成 


Q 


p — 2 + s , v < s ^ -q — 2 


的形式.因此 


p + 2 & f \ £ 

<1 } <1 


故知 


[^ -2 ] 1 

Q ^ 6(/ + 2^ 6 t / + q log Qh 

s=l — 

引理 3,6{ Weyl ) 若丸 ，…， cv 0 是实数， 

f{x) = akX k 十 * ■ * + a\x + ao, 

九 I S (ft,9) = 1, 




Q 


< H 2 


则 


jp 

5 = E e (/ W )< P 1+ e q £ (_ 十会 + 長) 

X 


2 1_fc 


证由引理 3+3 及 3,4, 可得 


p 


p p 




Vi 

p 


Vk-1. X* 


yk ‘ 


含/ ㈤ ) 


p 


《 P 2 


k 


— fe 


E … E 

Vi Vk-i 


p 




p 


p 


<P 


2 k ~ 


1 +* 


yi Vk 


p 


- -yk-ixk<^k) 


怎 k 


此处 * 表示条件 yi … t / k-i 笋 0. 由引理 1.2 己知 


… yk 

的解数< ( d ( Y)) k ~ l = 0( 严)，所以 




Y, r 《： F 


Ar-l 


15 


2 " -1 « P 2 ^- 1 + P 2 


k 


— k+s 


jpfc-1 

E 


Y 


P 


^ e ( FxQfc ) 
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由引理1+8可知 


? e(r 獅 ) <<ra K P ， Fb). 


又由引理 3.5 可得 


jpk — l 


«(^ + i 

\ q 




)(F + g log q). 


min 




由此得出 


㈣ 、 〆 、(宁 +1 )( 〜一 ) 


«pv ， H+x)_ 
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§4.1 定理的叙述 

在本章中我们将讨论最有名的 BuHorpa ^ OB 定理及其推论，这一定理是解析数 
论新研究的一个基本工具. 

定理 5(BHHorpa;iOB 的中值定理)，命 

f ( x ) — atx k H - + 


p 






ii ( A ;) = it 


则当 0 矣 ㈨ 时， 




~k(k + 1) + tk ， 


1 k = Oj 3 (mod 4), 


4 


( fc 2 + A -h 2) -h tkj 当 fc e 1， 2 (mod 4), 


f … / |C fc | 2tl dai … < C 2 ⑻产 1 _ P( fc+1)+ 

Jq Jq 


此处 


S = S(k) = ^k{k ^1)(1-a) l 7 


a 


1 / Jt , 


此定理可以叙述成另一种形式: 
上积分的值显然等于方程组 


的解答外 . 
列方程麵 


，叫;仍,…，此的组数.今往证明，对任一整数 r ， 该积分也等于下 


•h 


+ …+ 4 = # + …+ 说 ， 1 < /i O, 

T < Xi.yi^T + P 
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的解答的组数* 命不 =而- T % Yi 二饥 — 7 \ 则得 

^( Xi - hT ) h = f (L r )' 

i=l i=l 

展开此 ft 方，易见此方程组与 


ti ti 

Y ^ x 卜 jy /\ i ^ h^k 

i—l i—1 


完全相当+ 

又因为 (0 ^ r ^ 2 h ) 

f -f 1 ^ Cf L _ r e M < /Viai+,,iH - iNrfc<lfc >dai … da fc 
Jo Jo 

^ / … / IC^Adc^ …如*, 

JO JO 

故由此定理，可知方程组 


r 2t! 

〉: 4 - ^ : V^v = ^hy 1 ^ ^ fc, 1 ^ X, y ^ P 

t?=l f=rH-l 

的整数解答数 

< C 2( fc ) P 2fl ^^ (fe+1)+5+£ . 

此定理之证明依于引理 4 . 1 . 著者对于证明作了某些简化及精密化工作. 


§42引 理 

引理 4.1 命 = 及 

1 矣51 < 52 < … < 矣丑， 9 v — 9 v-i > 1, 

此处 gir " 是整数 ■ 又命〜在隔间 

—w + {g v — 1 )R ^ ^ < —uj + g v R, 0 ^ u ? ^ Q 

中变化.则整数组以，… ，以 中使 

4 +…十工之，1 < A ^ fe , 

各在长度矣 Q^-^l ^ h < k ) 的隔间中的组数 


, 40 - 


^2 k (2 kH )^ kik ~ l \ 
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证当 fc = 1此引理显然真实.假定此引理对 Jfc - 1真实.命以， …^及 
扒，…，卵是适合引理的要求的二整 数组， 命办及屹‘并以卟 


V- 




及 外各表 n ，…^及扒，…，汍的/ I 次初等对称函数，由引理中的假定， 珂得 


sh - ^1 < Q h ~ l , 1 < h ^ fc* 


(i) 


由⑴我们可以证出 


Wh - < jh \ < 


3 

4 


h = 1， 

(2 kQ ) h ~\ 24 h^L 


( 2 ) 


事实上，当 A = 1 时 ,（2) 式显然真实.今假定 （2) 式对1，2 ,… A - 1都 真实. 引用 
关于对称函数习知之公式 


这 h 一 — (― 1) 九 h<7^ = 0 


及 


s h a l s h-l + ^ 2 ^ 4-2 —… 一（一 1 产 = 0 , 


由于 |%1 < Qq v } K | < kQ \ 所以当 


v < h 


— ^ — (T^S f f lr _ v ^ <J V 一 J'^—x'| 14 I I ^h—xf — t. 


< ((2/^，+ (:)) Q h - 1 $ (1 + 5) 


当 h > 2 时，我们得出 


1 / q h ~^ 

Wh - cr^l ^ ^ I 1 H - 2* *f 


Q 


h-V 


v=2 


矣 K 1 + ^ 十弘 ㈣ )， 1 4 ( 2 印 f * 
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对适合 |XK Q 的 X ，有 


分 P0 ~ 1(^ — ^i) … （Jf — a ； fc) —（X — 汉 1) - ■. (X — 饰 ）| 


k 


< {i + l ) Q ^ 1 

h=l \ 4 / 


k 


h =^2 


… 赠 K 1 . 

由于 j|/jt — x v \^ R(v = 1， 2, ■ * - ， 愈一 1), 故得出 


R k 


- i ^ 


- ^ '{Vk - ^i){Vk 一 $2) … (m — 办 ）| = 4>{yk) 


由此可见，适合引理要求的; Ffc 的个数 < 2 { 2 kH) k ^K 对一己定的 xjt 

+ …+ 41 < ft < fc - 1， 

在长度 ft -1) 的隔间中，由归纳法的假定, A ,..、 Hi 的组数 

^ 2 k ^ l (2 (k - 1)£ T ) W _ ” (卜 2 )， 


由于 

(2(*- l)if)^ fc - i ^^(2fcH) fe - 1 < [2kH)^ h{k ~ l \ 

即得出本引理. 

引理 4.2 命 O 1. 在引理4,1的假定下，整数组 A ，…，以中，使 

a ^ + ". +《 1 ^ fe ^ Ar 
在长不超过 cQ ^ y^ii ^ h ^ k ) 中的组数不趙过 

(4 c ) fc (2 Jfcff )^( fe - 1 ) Q ^ fe - 1 ). 

证把第 A 个隔间分成 

[ cQ h ^-^ k ^/ Q h ~ l ] + l 


* 当 ft = 2时，和号 E 表零. 

tr=2 
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份， 而 对每一 份都应用引理 41. 由于 

II ( 冗:— r ) + 1 ) ^ l [{ 2 cQ h( - i - i ^-( k - 1 ^ =⑽#- 1 )， 

h=l \L W 」/ 

所以至多有 （ 2 c 产 Q 抑 _ 1〗 组分隔间，其中之任一都适合引理4丄而对每一组分隔 
间至多有 2 k (2 kH ) i ^ k ~ l > 组解 s 所以得出本引理. 

引理 4.3 - 组整数（见,… ㉚ )，1 如适合次之条件谓之佳 位组: 

其中至少有 A 个，记之为跖，. - 咖，适合 

9i v +i 一 9i v > I v k — 1 . 

非佳位组的个数最多是 

H k - l (2(k-l)) b . 

证令 

{ gir - , gh } 

为一非佳位组.命为其中之最小 整数； Q 为其中大于 G + 1的最小整数； G 3 
为其中大于 G 2 + 1的最小 整数;…； 于是得到一个整数列 

Gi ， G 2, … 

易见 n < ft , 而任何 g 必等于某一 Gi 或 Gi + 1. 

因每一个 G 至多能取打个值，故至多只能有 H k ^ 个整数列 

(?1, Gj , …， G n . 

又当 G u G 2 i …， G n 取定后，此时每 一 s 至多能取 2 (Jfc - 1) 个值，因此引理 得证. 

§4.3 定理的证明 

引理 4.4 (递推公式).命6表一 > ijfe(Jb +1) + Jfc 的整数，又命 

rilogQl 1 

[k log 2 J k 

则 

广…广 \ C k ( Q )\ 2 b da ^ ^ da k ^ ㈣ 抑匪 ( lj 2 } Q 2 *-*( fc+1 ) +2 ("〕 fl 

Jo Jo 

X 广 … f 1 ICkiQ^l^-^da^^dak. 

Jo Jq 
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证 1) 假定7? > 2,命 s 表一适合 1 < S € 7 } - 1 的整数.分 Ck ( Q ) 为部 
分，每分之 长度祀 = Q 2-^ 

C ^( Q ) - E E e 2 ’ = 乞、 (定义)， 

9=1 < x ^, gR M g—l 

命 Z = ( Cfc ( Q )) d ，则 

2 ab 

^ ™ 53 ZsSl … Z S g h ^ (1) 

M 

此处^表一和，其项数最多是 M (今后将常有此种了 解). 又简书 

A = , Q ^ = Z Z gy ,.， Z sH * (2) 

如果仍，…，讲成一佳位组，则 Z ,; g lr - 肩称为佳位和，而以 Z : 表之.由引 
理4.3,非佳位和的个数不超过 (2( fc - l ))^- 1 ). 把非佳位和&中的每一因子分 
为二份*如此从一个非佳位和厶得出2 6 个和 為 +1 .由厶中所得的佳位的 厶 +1 
的个数显然不超过 


(2(Jfc- l)) h 2^ k ^ ^ 2 b - [i{k- l)) b 2 咐 ~ 1 ). 

佳位的 & +1 用 Z f $+1 表之.再如前法，分割非隹位的和. 由于& —定是非佳位的， 
所以我们能够开始*重复此项手续，由 s = 1,2,到 q — 1,而用农;表所有的由 
非佳位的所获得的于是得 


2 Hi 


⑶ 


此处 M s = (4 (k ~ l )) b 2 s ^ k - l K 
2) 由 Schwarz 不等式可得 


v 


\ C k ( Q)\ 2b = \ Z \ 2 < vY , 


m 3 




2 


V m 9 


< v ^2 m s J 2\ K \ 


2 


⑷ 


s- 


我们可假定 Z f sm ,-^ 9b ^ ( s s W - 1) 的仍，…，办适合引理 4.1 的要求.不然只须 
重排足码即可.因为几何中项不超过代数中项，所以 


■叫 fc+i 


1 2 <占 i 1 C ， 


(5) 
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堆垒素数设 


把 Z sgi (k + l^i^b) 分成 


[Q2~ s /Q 1 ^] + 1 ^ Q a 2 l 


S 


(因为4< g°) 部分，每一份的形式是 




此处 o; 经过一长 s Q 1 -^ 的 隔间； 即有一整数 U； 存在 ，使 

u;<x^u;^Q\ 0<Q f ^ Q l ~ a , 0^ u>< gi R s < Q, 


利用 Holder 不等式可知 

/ Q a 2 1 ~* 

u ㈣ u 乞 n 


2( ㈣ g ， 2 l -， 

E \C*\ 2{b ~ h l (6) 


由⑷，⑸及⑹可得出 


|卽 < S M s (Q a 2 l ^ b - k ^ 1 I 2 * - 1^, I 2 |C*| 2 ( & -' 


⑺ 


5 - 


此处 JV a = M s {b- k)Q a 2 ^ = (4(fc - 1)) & . 2 < k ~ l \b- k)Q a 2 l ~ 9 , it k 维单位方体 
(0^ aj ^ 1,--- ^ 1) 求积分，得出 


n: 


Z| 2 dai" ， dctjt 




3=1 


)-1 


3) 积分 


乞 f : … f:' z n …如 

广 … 广 H I 2 … IZ 桃 … da k 

Jo Jo 


⑻ 


⑼ 


等于下列方程组的解 答数: 


4 + ■. ■ + 4 d + 


+ vt-k 


=^1托 + ■ ^ + x k + y-t + + + * + ytk ， l < h < k ， 
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此处变数 y 及 V ，在形如 

^<y,y t Q<Q f ^ Q 1 ^, O^uj^Q 

的隔间中，而 a 及/在隔间 

i.di 1 ) jRg QiRg 

之中，而 l 整数 n 适合于引理 4.1 的条件. 

以X + w 及 F +w 各代$及％则 （9) 式也就是方程组 

= ^ i k + …+ ^ k h + K + " - + 1 < ft < & (10) 

的解数，此处诸 r 在隔间 （0W ) 之中，而足及^在 

—ll> + (gi — 1)R S < Xj, X[ ^ —u + giRsr 0 ^ uj ^ Q (H) 

之中. 

若先固定了 X'， 则 X 适合于引理 4.2 的条件：其中 c = 2(6 - *) 及 F ， 
所以X及 f 的组数不超过 

R k s {%( b - k )} k {2 k 2 G )^ k -^ Q ^ k -^ 

={8 (i — (12) 

又对已定的 XHY lkY f 的组数不超过 

Jo Jo 

Cf(x)e^dx^^ \f{x)\dxy 所以 7 当 1 < s < tj — 1 时 7 

f 1 … f 1 \ z sgi … z sgk m 2 ㈣ dm . … d 叫 
Jo Jo 

€(8(6 — A) 产 (2fc)#( fc — L) 2* s 啡 +1 卜 23fc Q 2 * 一 1( fc+1 ) 
x 广 .■ 〆 1C“QH 2 ㈣) 如 … d 叫 (13) 

Jq Jo 

当 S = 7? 时，我们用极显然的不 等式： 

广…广 n … ^」 2 Kn 抑-〜奶… d 叫 

Jq Jo 
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\C k {Q l - a )\ 2 ^da^^da k . 


(14) 


由于7/ - I - 1 > log Q/k log 2, 所以 Q 2 ~ r}h < 2 k \ 又因为 

Rf = Q^2~ 2k7} 

= fc(A：+!)] Q2k-^(k^l) (Q2 — 袖 )1(^+!) 

^ 2 -7 ?[ 2fc ~ 2*(*+!)] g2fc_ 去 

可知 （13) 式对 S ^ T ) 仍真实. 

4) 结合⑻及 (13)( 当 s = 2,…，”),可得 


[ … f |C^(0| 2& dai … dttfc 
Jo Jq 

v 

^( Q a ^~ 3 ) 2 ( b ^ k ) ~ l N 8 ( 8 (b - k )) 


k 




x (2fe)i fc(fc_1) 22^ CA:+1) - 2 ^Q 2 *-i (Aj+1) f 1 …广 \Ck(Q l ~ a )\ 2(b ^ h} dai - da k 

Jo Jq 

n 

E 2- s (2 fr - ift ( fc + I )-2 fc ) g 2 fc -|( fe + l )+2(&- fe ) rj Q 2 fc - f { fc + l )+2{6- fc)a 


si 


T … / 1 K 4( Q 1 - tt ) n i ". da fc 

Jq Jo 


^ c Q 2k -^ k+1 ^ b ~^ a 厂 … f ICkiQ 1 ^ 

Jo Jq 

此处用了不等式 26 > i*(Jt + 1) + 2 Jfc , 式中之 




(15) 


c = (4 (fe - l )) 7 h 2 2 ^- k ^ 8 b ) k ( 2 k)^ k{k ~ 1 K 


由于 

c < {4 b ) 2 h 2 2 \% bf {2 b) 2h < ((86) 2 * 86. p &) 2 )* < (5 b ) 5 \ 

所以本定理当 2 时真实. 

5) 假定 < 2 .则 

^log Q/log 2 < 2,即 Q < 4气 
把 C k (Q) 分为四份，每一份的形式如 

C *= Y 1 e 23 d ， ㈨ ， 0< Q 、^9< Q 1-a - 

W < T ^ LJ + Q jf 


4 章 BiiHorpaAOB 的中值定理及其推论 


47. 


用 Holder 不等式得出 


4 


4 


\Ck(Q)\ 2b < 4 26 — 1 E |cr 严 < 4 2 H<3 放 E ft 2 ( 卜 ' 


在 fc 维单位方体上求积分，得出 


[ … f [^( QJI^dai ^ - ■ dajt 
Jo Jo 


\ 2 b-l 


Q 圳 1—a) [ j: … j: \C*\ 2 ^ k ^da x …柄 


<4 2feg2fe(l^) … f 

Jo Jq 

在 4 26 g 汰一 十 2(6- A)a 


此处用了 2 b > ifc(fc + l)- 故得出引理 4.4. 


I ⑽ H)n … _ 




定理以仍如定理 5 的假定，若 o 7 fc(fc + 1) +认，则 

广.广 \ C k ( P)\ 2s dai … da k S (5a 严 (log pfp^-iKMns 

Jo Jo 

这定理显然是定理 5 的更精密的形式. 

证如命 尸 ^矣3,则尸 < 9,而本定理毋须证明 1 我们假定> 3.则 
P > e, 

当 i = 0时，定理显然真实.今在〖上用归纳法+假定此结论对 f - 1真实，由 
引理 4.4 可知 


f 


\C k (P)\ 2 ^da x ^ ^da k 


^^5 5 j 5^ p 2^-^( te + a )+2( s - fe)a 

X (log Pf 广 . 广 |C fc (P v - a )| 2 ^- fe >dai - "da fc . 


(16) 


用归纳法的假定，取卜 M - fc 及 P l_a 代替 l ， sRP , 可知当 P 1 ^ > 3 > 2时, 


广 … 

Jo Jo 

<(5 沒 产 ( 卜 ” (log P) 2(i -” 

X 2 lo — 全 / ir ( fc + l )+ 秦允 ( A ?+ l)(l — ®) i_1 ) 


(17) 


由 （16) 及 （17) 总结出本定理. 
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§ 4 . 4 推 论 

定理6 命 P > 2 j + 1) + Ifc , 又命 f ( x ) 表 一 k 次的整值多项式，则 

^ P 2s 

f V ] e ( a f ( x )) da 《 （log P ) 2 j ! P 2 ^^ fc+<5 , 

X =1 

此处 

il 如第三章定理 4 的证明，我们可以假定/化）是一整系数多 项式： 

f ( x ) - A k x k H -+ 為 x + Aq . 

方程 

/(^i) + …+ f(x s ) = f(yi) + …+ f(y s 、， 1 < a?, y ^ P 

的整数解之组数显然等于方程组 

4 +…十4 一谑一… 一 W = Wh , l ^ h^k (1) 

的解数,此处 N u . " , JV fc 适合于 

A k N k + …+ = 0 ， JV h 《 P h (2) 

(注意 xir - 1 yi ， … ，於， A r i ， …， 外都视为未知数 )* 

. 由于叫 《/>' 所以有 

^’+ 2 十 4 “+釦一 1 p ^ fc(fe — 11 


组…， iVfc 适合 （2) 式，因为 A 4 是由 Th ， … } N k ^ 唯一地决定 * 

对固定的 N u … 及凡，⑴式的解数等于 

p 2jS 

+ …+ aix) e(-(Nkak + …+ Mai))dofi … dctjt. 

工 =1 

由定理 5' 此积分 

厂 l /-l P 2s 

< / ■■■ / y 2 e { akX k + ^ - + aix ) dai … dctfc 
九 Jo x=l 

((5sf si (\og p^lp2 S -^k(k^-l)^S 
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在隔间 a<x< b 上定义的实函数 f(x), 如对隔间中的任何三点 J ：! < X2 < ^ 3? 
常有下之不 等式： 

伽 2 ) < ( 工3 - X 2 )f{x l )^{x 2 - Xi)f(x 3 ) 

Xz — XI 

则称/化）为（〜6)上的凸函数- 

引理 4.5 设； Ti <❿ < 抑是隔间 a< X <b 中的已给三点. a s j 8 ? 0 < A ^ 1 
是己给三数.并设 / Or ) 是隔间 ( a , ft ) 上适合条件 


f ( xi ) ^ a } 

/( 吻 ）^ + Xf(x 2 ) 


的一个凸函数.则有 


/( 怎 2) < 


a(xs - X2) + P{x2 - x\) 

xs - xi — A ( 尤 2 — ^i) 


⑴ 


ffi 由凸函数的定义及引理的假设，可得 

< (g3 - $2)f($l) 十(工 2 - < «(^3 - X 2 ) + Q3 十 Xf(x 2 ))(X2 - Xi) 

\ Xs -Xj 、 Xz ~Xi 

上式移项并整理之,立得 （1) 式. 

引理 4.6 当 时， 定义 g(v) 为 


log … J ICUOpdcki … dctfc ) /log Q - 


( 2 ) 


当 Q 在隔间 Qo^Q<oo 中变动时之最小上畀，则为 ^ 在隔间 (0, oo ) 上之 
一凸函数.于此，是任一给定的正常数. 

证设> 0是任意二数，则当0 < 亡< 1时，邮+ 巧(1 — 0即表区间 
^! < 1- < i ；2 中之任意一点-如能证明 


g(v 1 t-\-v 2 {l - t)) ^ tgiv^ (1 - t)g(v 2 ), 


( 3 ) 


则引理得证 ■ 

由引理3,1可知 


V: 


广…疒 iCkl^^^-^dax … da fc 

Jo Jo 


{ Ckl ^ da ^- daf , 


0 


m … i: 


\ C k \ 2 v ^ da ^^ da k 
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乂 1 …/ 7 



l-i 


1^ 


2 vt 




l ^ l 2 ^ 


o 




/ 


dtii … dafc 




l 


t \ C k \ 2 ^ 


( l - t )\ C k \^ 


°ir 


r 0 


IC'fet^^dai … dorfc 


/ 

■/o 


0 


|Cfc| 2 ^dai - ， .dogt J 


dcti … doffc 
4 + { l - t )-~ 


由上式可以立刻得出 （3) 式. 

引理 4.7 设 fc > 2,钟 是一正整数， 为一仅与 k 有关之常数.并设当 

Q > 时， 

11 

/ …/ \C k (Q)\ 2 ^dat^da h ^Q^\ ⑷ 

Jo Jq 


则对任一整数虹> max + 1 ),uq + 1 J 及£ > 0,我们有 

f 1 … / 1 |^{0}| 2tt da 1 -^dait< 叫 + 1)+ 化， 

Jo Jq 


(5) 


此处 


S 


fc 2 (2 ^o - 4 no + k 2 + k ) 


2{ k 2 + — u 。） 
证由引理 4.4 知当 Q > QS ( fc ， 时， 


⑹ 


o Jo 


\C k {Q)\ 2 ^dat - ^da k 


^ 2 If — ^ (fe+1) + 2Su®+d 

X f 1 … f 1 ICkiQ 1 -^ 2 ^ 

Jo Jo 


d 叫 . 


今取 Q 0 = maxiQ ^ 郊)，并命 9 ( W 如 （2) 所定义.则有7 > Qh 使 


g(n + k ) ^log 


u : 


ia ( Q 0| 2 Cli + fc ) da ! ^ - dat^j j log Q f + ^ 


< [ 2 fc — -(fc + 1) + 2 ua + 2 e f 


+ log ( J : •£ \ C k ( Q n - a )\ 2 u da ^ - d « fc ) /log 
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— — (A? + 1) H - 十 2^^ + ("I — (z'jgiiu]- 

由于 g ( v ) 是一凸函数，又< u < u 十 fc , 故由引理 4*5 可得 


3⑻< 


V 。(奴 + A: — ti ) 十 — -(fc + 1} + 2ua-b 2e / ) (u ― ug) 

u + k — ug ~ (1 ~ a) (u — Uq) 

2k 2 v 0 4 - (3ft 2 — k + 4u)(n — w 0 ) + ^ 


2( lc 。+ U — Uq ) 


^ 2t£ 一 ~fc(fe ~h l) 

A 


k 2 (2vo — 4«o + k 2 + k) 

2 ( k 2 + U — Uq ) 


+ H . 


由此_得引理. 



第 5 章某些三角和的中值定理（ II ) 

§5.1 

定理 7 (定理说0 设 P 是一正整数， 

P 

Ck — y^e(afca; fc + …+ aix), 

x = 1 

则 ！ i 

f …/ {C^dar - da h K C l (k,e)P^^ M}+€ , 

jo Jo 

此处 A = A ( ft ) 的数值由下面的表来 定义： 


mmmm 


110 240 414 672 




mm 



1080 1770 


当 = 2 时，我们有较精密的结果（定理 


6 


0 ^0 


e{a 2 X 2 + ajx) daid«2 ^ 5iP ：i (iog P) 


3 


此定理的证明依赖于下面的定理： 

定理 8( 定 理烏） 命 

f(x) = a Q x k + aix^ 1 + …， 

此处叫代表一个绝对值< b 2 ( k ) 的整数，是一个绝对值不超过 b 3 ( k)P 的整数. 
又命 ， 

p 

Sk — ^ e(a k f(x) 4- o^ k - 2 X k ^ 2 + …+ aix), 


/ …/ IS^doq — da &_2 daA ： < 
Jo Jo 


此处 A = A(A) 的数值由下面的表来定义 
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354 


544 


826 


1258 


这两条定理的证明互相 依赖； 就是说，我们用定理 ^,(^1 < fc - 1) 及 B h (t 2 ^ 
k- 1 ) 来证明再由定理 A llih<k) R B h {l 2 <k-l) 来证明瓜对不同的 fc , 方 
法上略有变化.当然，如果用归纳法，我们可有一个一致性的方法,但得出的结果稍 
欠精密.因此，我们运用这个各阶段不相同的方法， 

§5.2 定理4(即定理 8 )的注记 

在定理4中我们可以取 f(x)=xK 其证法如 t 积分 


f … f \ Sk \ 2 ti da t ^ ^ daj f _ 2 dafc 

*/o Jo 


之值等于方程式组 


/(^ i ) + …十 fM = f ( yi ) + …+ f ( y ^ 

4 + …+ =# + …+ 必 1 ^ ^ ^ ~ 2, 

的整数解答仏…，〜此…咖的组敗不妨 假定甸 >0. 各以在 
h ^ k - 2 ) 乘以上诸式，即得 

y^{(aofc^) fc + kaiiaokxu )^ 1 + … } = 产 -h *ai(ot 0 A:^) fc_:L 十…}， 


1^=1 


y ^( aokx v ) h = ^( aofcytj )^, 1 S A < fc — 2. 


命 = aQkx v + ai M y f v — a Q ky v H - ax , 则得方程组 


: cf + … + < = yf + … + ^， 


十 ： T 


y[ h + -^ vl \ 


$ h O 


但其中 


k\{xl - ai ), fc|(K - oi ) 


由是得出 


f 


\S k 2tl dai- ^ da fc -2<i^fe 


( 1 ) 
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广 1 广 1 ttofcP+a L 

1 - 1 \^ 


e(afcX fc + oc 灸一 2^ 2 + …十 »ix) dai … doffc-^doct 


/I 1 1 ^ 

<2 2/4 ~ 1 ( f … f [ e(a k x k -h a fc _ 2 ^ fc-2 + - ■ + aix) da Y ^ * * da k ^ 

、 Jo Jo 


rl a 1 aokP^at 

/ … / T1 e(a k x k + a^-2^ k 

九 J o t ^} 


+ a \ x ) dcti “' dctjt-^dafc 


,i 广 l p 2 卩 

《 I … I + ock-2^ k ^ 2 + … + aix) da! … da k ^2dak + 1, 

i/Q JQ 怎 

此 处用上 ％《 i 及 ai 《旯 因之，我们仅需考察 /⑻=^ 的情况， 


§5.3 

我们现在的目的在 证明： 

f … [ |5 jt | 2 fc d«i … dct fc _ 2 dajfc g b 4 ( k ) P k L k(2k ~ 1 ^^ 

Jo Jq 

及 ！ i 

f … [\ c k | 2(fe+1) dai … dajfc s b 5 ( k ) P M L 2k ^\ 

Jo Jq 

此处 i = log 

引理 5.1 命 

5 V = a?J + - — + 1 ^ v ^ 

对称函数 

/ = (si - Xi) ' - (st - Xk) 

可以表成 h ， …，叫 - 2 及办的函数 而与叫 4 无关， 

证命内丧; Ei , * • ■， a ： fc 的 i 次初等对称函数，则 

f = 81 — C?i3p 一 1 + “ ■ + (— l)* _ Vn 忍 1 十 (-l) h a^ 

由与对称函数有关的一条习知的定理，可得 

/ = (―1 产 — lcF fc_l s l + ( — l) fc Q 十 A ( 沒 1 ， … ，办 -2〕. ⑴ 


* 若 Q > -1, 则第一个积分空无所有，以0 代之. 又若 aokP + ai <0,则第二个积分也以0代之. 



由与对称函数有关的牛顿定理，可知 

(―= —Sk + + (― * . ■ ， 5fc_2) 


(―及一 = — Sk -1 + f 3 ( s l ， … ， 办 -2). 


由此推得 


无 ((— + (―1这1) 

=一外 + 0"iSk-l + (*-l)^<Tfc_i5i + (一 1 产 _1 <7 友 一 151 - 3i&k—l + 
= — Sjt 4- f 4(^ l ，' * * 1办一2夂 

由等式⑴及⑵可得本引理. 

引理 5.2 


，方 fc-2) 


得出 


T … T \S k \ 2k da ± ^ *da k . 2 da k ^ b A (k)P k L k ^ 
Jo Jo 

证命 I =：+…+ Xk . 则由引理 5*1 可知由等式组 

4 + …+ x! = s/f + ■. ■ + 此 

+ …+ < = 3/[ + …+ |/会 ，1 ^ k -2, 

I 

(l-Xi)--(l- x k ) = (l-yi)^^(l- y k ). 

对已予的 yir - 显然 


- i ) 


⑵ 


( 3 ) 


⑷ 


(^ - 3/ l ) - Vh ) ^ Oi 

Xi r - Xk 的组数最多是 

d fc_1 (|(i - yi)G - y 2 ) ■ ■ ■ (i - 说)|)， 

因此⑶式的解答之组数（由于引理 2.5) 

《 y"! … y^ d * -i (i( f - J/U— 抑 )1) 

3/1 Vh 

⑷…， 1 ⑹ 

之 1 sjt 

< (拿， 1 ⑷ 

《 pk L k(2 k ^-l) 




+ 56 * 
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引理 5.3 由等式组 

+ " . + - ■+ yjt+u 1 ^ ft ^ A , (5) 

可引导出一形如 

( x k - yi) yk) =( 叫 +i 一 i/k+i) 总 (m ， … ,yk^k^k+i^k-^i) 

之等式，此处沒是一 （fc - 1) 次的齐次多项式，其中含有 Xk + uyt ^ 的齐次部分不 
为 ^ +1 - y k + t 所整除，且 g 中 x k k -[ 的系数不等于 0. 

fc ~ 1 jfc — 1 

证 命為=及匕=⑹式与次式相当 

j—i 

^h = ^h — — yj ^) — (^ jt + i — fjtfi ), l h ^ k . (6) 

习知 I 

8 k — <^1办-1 + <^2^ k -2 + … + ( —1 产 i 沒 i = 0, ⑺ 

此处〜 = 0- i ( x ir ■- ，办一 i ) 是无1，…，叫 _； l 的 i 次初等对称函数.习知 q ，… ,( T k -l 
是可以由 Sir -^ k -1 表出 来的， 更确切些，我们有 

谷 k 一 s l^k—l + 。 2( 5 1 ， s 2) s k-2 + …+ ( — 1) 卜 1 一 1(51， ■ ■ ■ ， 5n)5i = ◦■ (8) 

同法得出 

tk 一 h^k-i+ ^2(tif ia)ijfc-a + * ■. + i ( 龙 i, ’ ■ * ， tfc-i)^i = 0, (9) 

将 （6) 式代入 （ S ) 式之左方而得的函数用 T ( yi ， … ^ x ^ y ^ uxk ^) 来表示, 
今证明公式 

… .Vk.XkjXk+i.Xk^i) = -k(xt - Vi) …、 Xk — yk、* 

因为当叫= 2/ fc 时，由 （9) 可知上式左端是零，故 T ( Ui ， … 取，办， 讲+1 為 +1) 含有 

k 

因子叫 n 如命 y ] , 则同法可知其含有因子以- ％(1 S i < fc - 1). 今 

j=i 

T { y \、 … ，如， $ jfc ， Tfc + i ，$ fc + i ) 对叫而言是 _ k 次多项式，比较上式二边 yu …， Vk 
的系数,可见等式成立. 

由此可知 


T (yir- 办， yjt+i ， 办 +1) + k(xk - yi)-- (^k - Vk) 


笛备 甘此二 备知册 cfa 樹由猫 /TTV 



是一多项式，当以 +1 = 汍 +1 时其值是零，因此 


没 1 ， … ，如，叫，汍 +1 ，办 +1 ) 

= 一（叫 一 i/i) … （办 -vh) + (xft+i ' Vk^\)g{vu ^ + ^jt,x fc ,^1,^+1). 

最后，在将 （6) 代入 （8) 式之左方时 f x k +1 , y k+l 的整次部分的次数是 fc , 仅其 
中之第一项所给与的部分是办 +1 - 鉍 +1 的倍数，而非（叫 +1 — ^ +1 )2的倍数 .其 
他诸项都是（叫化1 +1 ) 2 的倍数.又易见 r (奶，…，此叫，办 +1 心 +1 )中 4 +1 的 
系数是-馭故#中的系数是 -1. 因此得出本引理. 

引理 5.4 

L..L iCfcp^+iMa! … dQfc 矣 b,(k)P M L 2k ~\ 

证引理中不等式左边等于方程组 

Ar+l Jfc +1 

y^p (10) 

U —1 V =1 

的解数.由引理 5.3 可得 


^ Xk _ ^i) ■ t ■ ( x k — Vk) — (^fe+L - yk+i)g(yi, … ， vky^k.Vk^i, 叫 +1 ). (n) 

若（叫一 J / 1) … (Xfc — s / fc ) = 0,贝 |J x lr -- ，如 1 乃由奶，…，讲 +1 换位而得的. 
方程式有 0( P fc + i ) 个解. 

命72表一整数# 0■且 n =入 ！… Afc =卿 2 . 今考察方程组 

工 k — Vv = K ， l k (12) 

叫 +i — Vk-^l — Mi (13) 

及 

sivu … , yk , xk , yk + i , xk -^ i ) - ix % (14} 

的解数. 

若己与入1，…， Xk 也⑽及 则由 （12) 式唯一地决定了 y \ 、…、 y k 的数值. 
再由（13)， (⑷及 S 的性质 ， 可知适合（13)， （14) 的 办 +1 ，诽 +1 最多是 ft 对. 

但对一已知的 n , 整数组乩…，〜，叫内的组数 Sd ， n )+ 而由已知的 Ay ， 
及叫， （10) 式的解数是 0(1). 因此， （10) 式的解数 

p P k 

< E E dfc ⑹ < P ^ L ^- 1 . 
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此处用了引理 2.5 
引理 5.5 


广 -■- 广 I5 fc | 2u dai-^ dafc_ 2 —“ （ 2 虹 + l)〆 1 

Jq Jo 


| C ^| 2 Mw,d 叫 . 


证显然有 


f … f |5jt| 2u dai - * dofjfc_ 2 dajfe ^ ^ 

Jo \N\KuP k ~ 


\ C k \ 2 u e -^ ia ^ N da ^- da k 


Q 


< (2u + l)P k ^ 「… P |C fe | 2u dai - - - da k . 

Jo Jo 


§5.4 

引耀 5,6 命&⑷是 z 的有整数系数的多项式， 


g[x) = gt [x)a\ - 


是一 A 次多项式.命 




t 2 jdg ( ar ) 


用 M 表△.，_△,则当 p = 1,2,… ， fc - l 时 

Vy. VI 


P P 


F 2 " «pP-i 十 E … EE - e ( 讥 … 办 A 〜 (^ +1 ))， 


Vli. ^|1 + 1 


此处 * 表示下面两条件之一：⑴ 


没 1 ^ • y ^ g ^ X ) 

恒等于零，或 ,（ ii ) 

Vi --y^gi{x^i) ^ 0, 

证此引理可由引理 3.3 推出，因为如果奶…化 ipQ 不恒等于零，则 


y 1 -^ y ^ A ^ g i ( x Pi j tl ) ^ 0 


的解数《 P 匕 


§5.5 定理的证明 


执及码 己由引理 5 . 4 直接证明- 
烏的证明.由引理5,6可得 





p p p 


|S 3 1 4 《 P 3 + p ( 腳 2 』 2 (a 3 ：4 + aiTg)). 


yi Vi 忠 3 


以 |5 3 | 6 乘此式两边，再对叱及 a 3 各由0到1积分，可得 


/ / l^rdaxdas « P 3 / / \Ssfdania^ + PR, 

F o Jo Jo 


此处 ii 是方程组 


y 1 y 2 A 2 xl = z\ + g + 岵 一 zf _ z_ — 4, 


^1 + ^2 + ^3 " ^4 - ^5 - ^6, z <^P 


的 解数. 由引理 1+2 可知 


dS. 

i ? 《 〉 : ^<^{^1 + ". — — （之 i + … 一之 5)3) 《 p 5 


由引理 5.2 及⑴可知 


Jo Jo 




B 3 的证軋 由引理 5.6, 


p p p 


jc^l 4 < P 3 + f *e(yiy2^ 2 {^3 4 - x^ot2 + ^3^0) 


贫 i yi x 3 


乘以 \ c 3 \^ t 再对各由 0 到 1 求积分，由引理 5.4 可得 


[Capdaxdaadag < P 7+e + PR, 


Q JO JO 


此处 H 乃方程组 


yiV 2^ = 4 + ， " 一 

^ym = 4 + - 


Z \ ' r ^ — Zgj z v ^ P 


的解数 • tu = C P . 

由引理5,2,对固定的叫方程组 


+ 59 ■ 

( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


2zf — wzf 4- - (2 之 I — 喊! ) = 0, 

z\ H - — zs —0 






5 章某些三角和的中值定理（ II ) 


61 ^ 


B 4 的证明+由引理5,4显然有 


0 Jo Jo Jo 


\ C 4 \ lQ daida 2 da 3 da 4 < P 5+e , 


由引理 5.6, 


p p F 


|C 4 | 4 《 _P 3 + (㈣ 2 4 2 (a 4 a 4 + 命 3 4 - x%a 2 + x 3 ai)) 


yi 


乘以 |C 4 | 10 并积分之，可得 


lC 4 | u daido!2da3da4 « P^ +e 4- PR, 


0 Jo JO Jo 


此处 ii 乃方程组 


yiy 2 A 2 x ^ = g + - 

^10 i 

yiy 2 A 2 xl -zf + - zf 0t 




- z io > 


0 = A + …一之 io 

的解数，命 A 2 xl = 2切(易见 UJ 乃及$3的一次式，其系数是整数)，对固定的 
扣，由 （2) 可知方程组 

0 — Wzf + h . — (^ 0 - WZio) t 

0 = 之上 +…_ 之 lo 


的解数是《 P 6+£ . 因此得出《 P 7 气故 



|C , 4l 14 dQ 1 d« 2 da 3 da 4 < P 8+e 


⑻ 


由引理5.6,可得 


p p p p 


\ C 4 \ S + ^5^X^5151 *^( yiy 2 t /^ 3 (^4 + xla 3 + ^4^2 4-；r 4 cti )) ■⑼ 


yi V2 没 3 


乘以 |C 4 | 14 且积分之,可得 


0 Jo Jo Jn 


[C 4 | a2 daida 2 dc t 3da4 < P 15+ " + P 4 R, 
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此处 ii 乃方程组 

6^1^^ = # +- 

4 + …一 

0 — zf -\- * ■ * — 

0 = & + …一 zu , 

的解数，此处扣= ] - A ^ xi 乃讥如及 x 4 的一次式，其系数是整数.易见， H 不 
超过方程组 


z \ — wz \ + … — ( zf 4 — VJzf ^) = Oj 

z \ +- - 0, 

之1 + . * . _ ^14 — 0 


的解数的《 P L + e 倍，由引理5,2可知 


R 《 pl+^pl4-4^ ^ pll^e 



C 4 22 dai * * * da4 《 尸 15+ ' 


如法进行但由 （5)，（6) 代替引理 5.2 我 C [得出 



| C 4 | 22+8A dai … da 4 《 P 15+7A+e t A = l ,2 } 3, 


今后将用简写法 


I fdX 


代替 



r o 


/(tl 广 ^ n )d3 ： ida；2 t — dx n . 


A 5 的证明，由引理 5.6: 


p p P 

5 5 | 4 < F 3 + ^5^^ 咖册 J 2 p (>3))， 

Vi V 2 Ta 


此处 9 ( x3 ) — xl < y & + xla 3 + x \ a2 + X 3 ai . 乘以 Ss | 10 且积分，可得 


JlS ^ daC ^ + FR , 


( 10 ) 


(H) 
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此处 i ? 乃方程组* 

^11^2 ^^^3 = < + .•■— - S | Q } 

2 yiy 2 w ^ z \ + - 

2 穿 12/2 = 4 - zf Q , 

0 = 芯 1 + ■ -. — ZlQ 

的解数.对固定的 w , 由 j 4 3 可知 

z f ~ wz i + - (: fo 一 wz io ) — °! 

之 1 + . " — ziq — 0 

的解数《 P 6 ^. 故 得出丑 《 P 7 + 1 即得 

J I 5 & l 14 da « 尸 …. 

由引理 5.6, 


( 12 ) 


既 | S 《 p7 + p4 53 E H M$/l 卿 3d 3 p(X 4 )). 


Vi V 2 V 3 3:4 

乘以 |5 5 | L 4 且积分，得 


此 B 乃方程组 


J l^sl^da < P 1&+e + P 4 R, 


S / lJ /2 j /3^ 3 ^3 ~ H - ' T — ^ 14j 
Gyimm = zf + - zf 4 , 

0 = 4 + …一 zf 4i 

Q = 之 1 + . - . — Zi4 


的解数， 

故由 B 2 可知， ii 《 pM - a + e 由此得出 

J\S^\ 22 da ^ P 15+e , 


^ 今后不再重复的定义. 


由引理 5.6, 
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P P P P F 


\ sb \ 16 < p 15 +尸 11 EE EZE 、(雌 獅 4 的 ㈤) ■ 


鲈 1 V 2 V 办 VA 


乘以 |S 5 | 22 且积分，由 S 3 可得 


J | 5 5 | 38 da 


《 P 30 ^. 


(13) 


重复此一手续，可得 


J |5 5 j 38+16A da< P 30+15A+ % A = i ? 2,3- 
§5.6 定理的证明（续） 


(14) 


当时，命及 


l f 0，当 fcE 0,3 {mod 4), 

u = -k(k + 1) + < 1 

I 当 fc e 1，2 (mod 4). 


⑴ 


在引理 47 中取 n 0 - A + L 由引理 5,4 可知 对任一 e > 0 此引理之假定当 
如=+ 1 + e 时真实.因此得出 


\C k (P)\ 2n da < b(k,E)P 2u ^^ k+1 ^ +s+e i 


( 2 ) 


此处 


S = 


k 2 (k 2 -k-2) 
2(u + k 2 - k-1) 


( 3 ) 


用引理 44! 次得到 


j \C k {P)\ 2 ^ lk ^da 

户 2 ki — — + 2 '^(l —( 1 —)+■£ 

x J |Qfe ( 尸 ( 1_a ) 、 | 2u da 《 p2(u+ifc)-*fc(fc+”+;(l’aV+' 


⑷ 


今当 5 < ft S 10 时，分别取 Z 的值如下表，并算出其相应的叩- a) ; 及 2(u^lk) 
的数值： 
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5(1-a) 1 < 2.74 2.04 1.52 

2(u + Ik) m 142 252 


252 


1,09S 0.991 

404 56S 


的证明 ：由⑷ 式及上表,可得 


f |C 7 5 | 66 da 《 P 66 ^ 15+2t74+£ 


由引理 5 及 


P p p p p 


W 6 《 P 15 + P 11 E E E E E ^(yiy2ym^ 4 9(x^ 


yi V 2 yz t /4 arc 


此式两端乘以 iar 并积分之，可得 


j |C 5 | 82 da< p8^15+1.74+ £ + pl2 +s J |5 5 |66 da 


由馬 及凸函数的性质，易知 


J \ Ss\ 66 da < p 45+12 x ||+ fi ^ pbG^e 


故由⑺ 即得 


J\C s \ S2 da < 


p82-15+l 


■ 74+e 


由 （ 5 ) 和 （ 8 )， 可得 


f |C 5 | 78 da 《 P 7 ^ 15+1 ■卯付 


重复上述手续,可得 


|<7 5 | 110 da«P 


95 +e 


禹和 b 6 的证明 t 由⑷式及上表，可得 


由引理 5 . 5 可得 


J lC 6 | 142 da<P 142 - 21+2 04+J 

J |5 6 | 142 da < p ^-16- h 2 + 04+, 


1.046 

736 


(5) 


⑹ 


⑺ 


⑻ 


⑼ 


⑽ 


( 11 ) 


( 12 ) 
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应用引理 5.6 中// = 5的情况，并用屯可得 


I |S6| 142+e2A da 《 pi 42 十 32 A-16+(2,04-2 入 ) +e \ — \ 2 


由 （13) 可得 


|5 6 | 176 d«< plT6-l6+0,98+ C 


再应用引理 5.6 中 M = 5的情况，并用丑 4 即可得 


J |5 6 | 30s da < P 208 - 16 ^. 


由 （11) 直接得出 


J \Ce\ l74 da 


《尸 155.04+e 


再利用上式,并应用引理5,6中 p = 5的情况及 （13 ) 可得 


JlCel 206 da ^ P 1B6M ^. 


由 (16), (17) 可以得到 


|C 6 j 176 dct 《尸 1 紙， 


再重复上面的步骤，可得 


J |Ce| 208 da « P 赃糾 , 


J \C 6 \ 240 da 


<尸 219 气 


和 S 7 W 证明•.由 （4) 式及所列的表,可得 


J\C 7 \ 2E2 da 


《 p 224+ l . S 2 +e 


由引理 5.5 


SV | 252 da 《 P 230+i . 52+e 


应用引理 5.6 中0 = 6的情况，并用 B 5 , 可得 


f [5 7 | 316 da < P 


2& 4+0,52+e 


(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

( 17 ) 

(18) 

(19) 

( 20 ) 

( 21 ) 

( 22 ) 

(23) 
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由 （22) 和 （23) 可得 


J |5 7 | 2S6 da 


^ p 264+ fU 9 +e 


再应用引理 5.6 中 M = 6的情况，并且丑 5 ,即得出 


J ISVI 咖 da 《户糾 ' 


由 （21) 直接得出 


J\c 7 r 


da 《 p2S8+L52+e 


应用引理 5 . 6 中 /i = 6的情况及（23)，可得 


J\C r \ 3m da < P 352+0 62 +^ 


由 （26) 和 （27) 得出 


|C 7 | 350 da < 


应用引理 5.6 中 p = 6的情况及 


j |CV| 414 da 


尸 386 十 e 


As 和 B 8 : 由⑷及上表可得 


J |a[ 404 da < F^ 8+109S+ % 

J (7 S 1 430 da < J>3S4+l+09Sx|+e 《 p384+0„962+^ 


由此两式可得 


|C 8 | 416 da < P ^o.9m+e 


与 A 7 , B 7 的证明相似，由 （32) 可得 

/ |5s| 544 d a C P 515+e , 

J \C s \ 6T2 da < 

与 A &1 B b 完全类似，我们可以得出如下的 结果： 

^9 : J |5 9 | S24 da 《 P 787 和， 


(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 
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Bg ; 

J |C 9 | 1080 d«< F 1035+ ". 

(36) 

^10 ： 

J s 10 j 1258 da 《尸 1212 +\ 

(37) 

Sio: 

f ICw 1770 da < F 1715+e t 

(38) 


5.7 单和与平均值之间的关系 


引理 5*7 命 T > JL 及 


a ^ q 《？ ( A ， g ) = l ， 


则适合不等式 


的整数 g 的个数 


{<^ y } ， /( y €/ + JV 

9 


^ 2(V + 2t) ( ~ 


证若能证明适合 


y 


(i) 


的整数?/的个数 < 2(K + 2 t )， 则本引理即已证明，今写 


y = fh ， a j 十芊 |,?| ^ 1. 

g q 2 


hz t^z hf rtff 

哪=——+了 +」■ + -/ 

Q <T q q 2 

hz + [c] + (c — [c]) + rdz/q rdz 
= 9 - J — ^ 

此处 c = ft/ + rdf / q . 

如果 g < 2(V 十 2r), 定理显然真实.当 z 经过一完全剩余系， mod &则 w 
hz + [c] 也是如此.所以 

w + a ( w ) 

<^y =-, 

9 


此处 


一 T < C — [C] - T < a ㈣ ^ C — [c] H- T < 1 4 - T. 
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适合不等式 


V-\-r^.w<q — T — V — 


⑵ 


的 w 显然也适合不等式 

V wA - < r ( u ;) V 

^ ( -<1 — ' - ■ 

Q Q <1 

而这并不适合 （1) 式.适合⑼■整数 w 的个数 ^ q - 2 V ^ 2 r - 2 , 所以适合⑴ 
的整数的个数 

矣 g — （g — 2F — 2r — 2) = 2V + 2 丁 + 2 < 2(F 十 2r). 

引理5,8 命 y >1. 又命如，^，…， 為^ 是适合 


A 0 = l , | 木 | ^ (r + l)r 


的整数.则由方程组 


ITM* 

E 




(3) 


可以解得 （fc + l ) fc - - ■ (r + l ) u r 是巧， 、叫 的线性式，其系数都是整数，即 


■ V 

(k + l ) fc .. ■ (r + l ) u r = E 


⑷ 


= 0 ( Y s ~ r ). 

证当 r = ft 时，这引理显然真实.假定对 Jb ， A : - 1, " . ， r + 1时，这引理都真 
实.由 （3) 式可知 

(fc 十 1) ■. ■ (r 十 l)u r 


\ 办=『十1 \ ’ 


-rU 3 


<fc + l)...(r + 2>i; r _53 C : Si- 

^= r+i \ ’ 


(r+ 1)! 


(fc + 1) … （5 + l ) u $ 


( fc + i )..々 + 2 K - 亡 f : 1 


r 


a =^ r+l 


(r + l )! 


〉: Ot BU V ^ 
s ^ u^k 


i > tt > r 时 , 


E ( 




朴 1、 A 

r J As - r (^ ljJ a ^ 
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显然是一整数，且 


^ru = 0 | 〉: : A s , 

r + l«u 




二 0 ( Y $ ~ r - Y u ~ s ) ^ o ( y 卜 r ). 

当 w = r 时，显然 

引理 5.9 命心 ，…，匕表实数.则对整数 L …乂 


我们有不等式 





卜 El 囑 


这引理是下面不等式的推理: 


{^1 ± ^ 2 } ^ {Cl} 4- { 心 } + 


引理 5*10 命 offc , …， cti ， 是实数， 


f { x ) = oikX k H - 1- aix . 


懷定我们有以下的事实：命0 < 4 < i ， r 是任意整数，则 

2 ti 

dcu … da fc = o(P 2tl ~^ kik ^ 1}+ ^), 


H 


T+F 

e (/ o )) 

c=TH-l 


(5) 


此处符号 O 所包含的常数依于 hA 及 k , 但将来事实上都是 A 的函数.在 
这样的假定下我 们有： 

命仇 +1 ，…，负表实数， 


F{x) = +-* + I3ix. 


又命 r 是适合于2 ^ r < fc + 1的整数.假定 


4 


则对任 一 r = 0( F ), 我们有 




<i 


2 


(MX l ^ q < P r t 


⑹ 




T+P 

s = J 2 e ( F ( x )) 

e=T+1 


O 


P^-p 


(?) 


1 十 fc+1 






3t ： +7^+1 


当 1 S 9 

当 P < 昼 < 严― 1 ， 

， S P"- 1 ^q<P r , 
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此处 


P 




+ 1 


证（这一重要技巧是 BimorpaflQB 所发明的)，当 OCygycP 时，命 


T+P 


T+P 


so = < n ^+ v )- nv ))- e (利怎))， 

a ?= T+l a ：= T 4 *l 


此处 


啦卜 + … +! W fc+1 , 


K = yj ( y ) 




j ! dy ^ 


F ( y ) 


r fc + 


「汍 +1 严勺如 


r 

J 


3 


Pj + iy + f 3 j . 


⑺ 


显然有 


\So\ = \s\ + 2^ |i?| < r 


因此 


y 


|5 |-o r -^| s 0 | + yl 


y 


：=■ 


用 Holder 不等式两次，有 


Y 


2tl \ / Y 

\S\ 2tl =0[ I 广 1 E | 而 | I + y 2tl ] = o(y 1 ^； |5 0 | 2il +Y 2tl ). 


⑻ 


V - 


v - 


命 


r+p 


Si = y^ j e(aix + * - 4 - 叫 / 十 j3 k+1 x k ^ 1 ). 
ar=T+l 

对一固定的 y t Y ir ^ , Y k 也定.今讨论适合于 

{ai - Yi} K \p~ 2 Y, … ， { 叫 -A}( 臺尸一 K 0 $ 氓 < 1 

的实数组叫，…，叫如此所得出的 （ m , …典）所成之域，用 Q ( y ) 表它. 如果 

( air - ，叫） 在 Q ( i /) 中，则 

So = S l + 0( Y ), 


即得 


|5 0 | 2tl =0(|5 1 | 2tl ) + 0(r 2 * 1 ). 



积分等式两边，其积分区域是 Q { y ), 则得 
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\S Q \ 2tl = 0 j ^ |Si| 2 ^ l dai ■ • ， da fc ) + 0{Y 2U ), 


⑼ 


此处用上了 


k 


Q(y) 


dai ■ * dajt > JJ(p-{^+i)y) = p-^k{k^k Y k 


联合⑻及⑻可知 


|5| 2t i = O fp^(fe+i)+ty-fe-i ^2 J ^ } J lSi| 2il dai-*' da fc j + 0{V 2tl ). 


( 10 ) 


今 往计集 有多少个不同的％使 Q ( y ) 皆包有一固定的点+若 Q ( y ) 及 Q ( yo ) 
有一公共点，则 

{Y r (y) - Y r (y 0 )} < P^Y, 1 < r < 

命 tv = Y r ( y ) - Y r { y 0 ) f u g ^ h(y — vo ) 及 


A s . 


F J - r+1 - M _ r+1 

y~yo 


由⑺可知 


E 

E 


S -h 1 


zwm 




由引理 5-8 及 5.9 可知，当 1 < r < A 时 


T \a rs \{v 9 } 

‘ Tt J «k 


O [ Y s ~ r p- s - l Y 
OiYP ^- 1 ), 


5 章某些三角和的中値定理（ II ) 




以 r 代 r 一 1 3 则得，当2矣 r < A 十1时 


{裝^物 10) 


0{ YP ^ r ), 


此处 


由引理5,7,可知适合 （11) 及 （12) 的 y 的个数是 


(O)K)) 




o 1 + 


7^)- 


(因为 r 2 < 尸 2 < p r ), 
故 k 鐘单位方体 


0 < 叫 < 1，…，0 ^ Qffe ^ 1 

中每一点（叫，…，叫）最多为 Op + | + g ) 个 Q ( y)(y 
以由 （10) 可知 q 

|Sf 2il =0 (P 神+ 1 )十卞 -H (1 + K + 裝 ) j 1 … j 1 

+ 0( r 3ti ) f 


( ii ) 


( 12 ) 


, Y ) 所盖上.所 


\Si 2tl dai * * .dajt 


o 


f |5i| 2<1 dQfi -dajt < f 

o Jo 


T+P 


Y 2 如… da * 


ar = r+l 


及 （5) 式可; 


| S| 2il = O ^2 + H + p ) p 2 ti - iK *+ l )+5 A + 0{ Y 2tl ) 




+fe+<5i jfe— 1 




))+ o ( r 2t ”. 


pl-p 


(?) 




n + 1， 


当 # S 9 < 

当矣尸卜 1 ， 




即得出引理. 
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§5.8 三角和的估值 


定歷9 用下面的表来定义^的数値: 


4 9 20 51 116 247 422 册 1 1090 1781 2k 2 (2 log 



命2 < r < ft ， 


Qfr - C i {h,q) = l, 1 ^ g ^ P r , 

9 T 


又命 


f ( x ) = akX k H - H-Qi3J, 


则当 P < q < Pr- 1 时， 


f 2 <m) = o(p l 


-六 +e 


⑵ 


证当 fc 矣 11, 这结果可由引理 5 ,10(其中心 =1^ = 24 + *:) 及定理7直 
接推出. 

当 fc > 11时,在定理5中，取 

, 2 log + log log k t 1 

卜 - 7PT +1 

—log 1- T 


此时 


ti = ^ k(k -l) + I(Jt- 1) 


0 3 若 fc e 0’ 3 (mod 4), 
~ 若 fc 三 1,2 (mod 4)， 


Si = -k{k — 1) f 1 —— 




某些三角和的中值定理 ai ) 


易得 


(fc + 1) < i < ft (2 log k + log log k ) + 1, 


S ^ < 2 k2 { 1 -^ 
因为对于适合 0 < x 在 ^ 的 & 常有 

&k 


JL A 

矣 - - <c "— 

2 log k 2 


(1 - x )- 1 s 1 + 2% 


所以得到 


~ = ^ (豆 W (灸 一 1) + A + 1) (1 + 2#。 

< |^ fe 2 + 2 k {2 k logk + k log log k + 1)| + 


^ 2 k ^2 log + log log fc + 2 + 
^ 2 P (2 log A : + log log fc + 3). 


log log k 
log k 


1 1 1 
4 log k k log k 


(3) 


于是由定理 5 及引理 5.10 得到定理. 

定理7及引理5,10的另一推理如次； 

引理 5.11 设矣11，则在定理9的条件下 ，有 


E 






(f) 


当 1 矣分专尸, 




P r . 


当 A > 12 时，目前我们不能获得如此精确的结果.但为了以后的应用，我们先 
给予如下的初步结果； 

弓 I 理 5.12 设 * > 12,则在定理9的条件下，当 P _) SqgPR P ^ 1 ^ 
P ” 一时，有 


^ e 2 0 ) 《广浍， 


50 A li log fc . 


证由引理 5.10 ，我 们知通 




= 1 __ 1 
p2t l +k ~~ 4fc[ai!+A:> 


r—l/4fc 


H l/4rk-S^ 
《 p J ~ ati + fc 
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此处 

取 


则 


及 

亦如证明 （3) 式,可得 


5 1 = 卜(*-： 1 )( 1 —占 


4 log k 


-log(l - Ijk) 


L 


(fe + 1) ^ I ^ 4A: log k 


2 (卜盖） 4 


( 2t i + * + 1)/ (去- Si 



< (-fc 2 + Sk 2 \ogk + 2fc)4fc(l 一 I) 

<4fc 3 log fc (8 + 21^1 + (卜丢 



<4fe3l0g fe ( 8 4 - 31 ^ 12 ) { 1 ) 

<50* 3 log k, 

附记：较引理 5.12 更完整的结果如下 t 当 k$9 及 P r ~ l < g < P 1 " 时， 


E 一〜， 1A/ (+ 广 ' 

®=i 

此处 

(/ = k 3 (3 log fc + log log k + 5). 


这一结果可由以后证明的定理 16 推 m 之. 


第 6 章含有素数变数的三角和 


§6.1 

本章的目的在证明定理10,这是堆垒素数论的基本工具，定理10基本上 
是 BKH 0 rpaA & 所创造的，今后作若干必要的扩充，使其能够适合地用到本 
书所讨论的问题，我们常以 L 代表 bg R 
定理 10 命 0 < Q € ci { k ) L ^ R 

S = ^2 6 (伽)， 

P<P 

p = t ( modQ ) 

式中 

f(x) ^ ^x k 4 - cvia: fc_1 + … + 叫， {h,g) = 1 T 

而 a 是实数.并设 < q ^ P k L _' 对任 一 内 >0,当 a > 2 Sk ( a 0 + n + 1) 时，常 
有 

| S | < c 2 ( k ) PL — Q-K 

§6.2 若干必要的引理 

引理 6.1 当 <7 2 >2&-1时， 

(d(z)Y = 0(M(lo S M)-^) } 

G < z^M 

此处表示一和，其中之2都适合下面的不等式 

( logM 广 2 < c 3 ( d ( z )) L . 

证由引理2,5,我们得到 

(log M) 2 -[ ； ' 刚 ) f 《E ( 蚱)尸 

< MflogM ) 23 *- 1 < M { logM ) a \ 


^Tpy&bl M aTTXeMaTTtitVicc^OrO TOu-Htictt, TTIj I937 s 1 — 34 ? 35 — 必 ] U 
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由此即得出本引理. 

引理6,2 命 I 是一 正整数（矣 L ^), Q 是一《的正整数， 

f ( x ) = - x h + aix ^ 1 + ■ - + ajfc T ( h , q ) = l f 

此处 a 是 实数， 并设 g < P k L _、 则当 

a > 2 fc (f 0 + ff 3 ) 十 2ka A + 2 3(k ~ 2) 

时， 

5 - J 2 e (/( iir )) = 

£n; = t(mQrd!Q) 

此处巧 = P/Ql 

证如果相合式&三 i ( modQ ) 没有解答,则本引理不证自明.命 f 是这相合 
式的最小正数解，则其他的解可以表成 z = t f + Qy /( l , Q ) 的形式，而0 < P 2 = 
P ( QJ)/QL 所以 S 可以写成 

y<Pi 

若 fc = l ， 这引理可由引理 1.8 得出， 

|5| = X ； e (-( l f Qx-t lt f )\I Pn 巧 JT ' 

假定 fc > 1- 由弓 I 理3,3, 3.4 及 1.8 可知 


\sf k ~ x S min —( - r - T ⑴ 

^i=i 2 \ V k Q k k\—^\ * ^ ^jt-i 

\ L Q 

或写成 

此 e 代表前式右边之和. 

命 

z = pQ k kH- U 


则得 = M . 


( 2 ) 
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对一 固定的 A ( 2 ) 式 的解数 s dH 由引理 6.1， 当 <72》 2 3 ㈣ - 1 时 

M M ( . 


< ML -^ P 2 + 


g - 卜 


2 { hz h } 


(由于 log M >log PY 由引理 3.5 及 《 l fk Q k P^ = < pk L k{^^A)^ 可得 

J 2 < ML ^ P 2 + (专十 1) (ft + qlogq ) 

《 p} (f 户 ( ❹十 。 4 ) 一内一 L^ 2 o-+i ^ 


( T 2 = 1 ( o-Q + a 3 ) + ka 4 + 2 3( * _2) - 1, 


则由 or > 2 k {a 0 + <r s ) + 2ka 4 4 - 2 3 (H 可知 


E « p i L 




代入 （1) 式，得 


|5 | 3fc_l < pf ~ l - kpk L -2^^-^ k ^ ^ p r L -梦 


S 《 PiL —' 

引理 6.3 命 i 是一正整数 （< L ^) s 并命 

= y^y^ e(/(^dyn)) T f(x) = —x k + aix k ~ l + . - ， + 叫 

dm ^ 

此处 （h 0 = 1，诸 a 都是实数， L u < q ^ P k lr ' n 中之 d 经过一适合次之条件的 
正整数组 

D < d ^ D \ 1 <D <j = P lt D * % 2 D . 

又对一固定的 d ， m 经过一适合次之不等式的正整数组 

P f jd < m ^ Pi/d, 

此处 P / 是一正数.如是则当 < D < Pi-n 时，并在条件 


0's ^ 2 2k a 0 , a e > (2k + l)a 3 H- 2 2Je+ Vo + 2 3(2fe_1) 


及 


堆垒素数论 


a ^ 2 fccr 3 H - 2 2 k + l a 0 + 2 3(2fc_1) 


之下 T 我们有 


n < PiL 


— 疗 o 


1) 为简单起见，命 fb = [ Pi /別. 用 Cauchy 不等式，可知 


l ^ l 2 ^ e (/( Wm ))| 


d m 


< D YlY^^2 e (^l k x k (m k - mf) + …)， 

•»n«- twi nmrnii j 、上 / 


⑴ 


此处; n 经过所有适合 D < x ^ D 1 的整数，对一个固定的及 mi 经过某一适 
合不等式 , . 


芑 < m < 苎， 

X X 


^< ml ^ 
X X 


的整数组 . 

变換 （1) 中和号的次序，则得 


中 Vi 作 、 =1 


mi m x 


此处 m 及 mi 经过某一适合于 


0 < m ^ Pq> 0 < mi < fo 
的整数列，而对已固定的 m 及7^^经过所有适合于 


max { D 


m rriij \ m mi / 


的整数. 

2) 写 


此处 


EE 4 - l k x k ( m k - 爪?) +…)卜亡〜， 

m x ' y / y=l 

〜 H 5 Z e O fc ( y fc -4) + … ） I ， 


其中 rr 经过在下列隔间中所有的 整数: 


D ' “ ― 11 (’，警)， 


( 2 ) 


⑶ 






含有素数变数的三角和 


D " 


应用引理3+3及 3.4 可得 


d ，£)， ^ ( D， > - 




5>O fc o/ fc -j4) + .-，)| 2fc 


D D 


《於 "一 1 z … - 饥 ?) 啦 




对 y 求和，并变换和号可得 


D . Po 


£ l ^ vl 2 < - ^|^e (兰〜 - mf ) 战1 …“ 

户 1 fi ik y=i ^ ^ 



3) 若 A ： = l ， 则 


o t P 0 


X^i〜 2 《d I ( ~ l y ^ 

V =1 6 鉍 =1 w 


4 i y=i 
D 



《D ^> i „ 卜 w l m ) 


+ 1J (-Po + glog^f)* 


由 （2) 式⑶式及 Cauchy 不等式 


Po 尸 0 

|J ?| 2 ^DPomaxY^ Syl < DPomax, Fo^l^j 2 


y - 


< D 2 P ^ 



〜 Hh — 

g d 




即得 




《 Pi(L 


沒 3 — 


1 ■ flog? , glog^V 

D + -^- + wJ 

+ i _ffG + L 2 ^~ ae+1 + z^3^+i)i 《巧厶 -' 


此处用了 


<j > 内十 1 十 4cr 0 , ^ 4tr 0 , ae ^ 2(T 3 + 1 十 4cr 0 , 
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4) 假定 A > 1.用 Holder 不等式，得 


D D 

E … E 


P 0 

E 

^=1 





T 


D D 




Po 


h 


.■乂 fc 


y=l 


2 


k ■ 


(5) 


由引理 3 為 3.4 及 1.8, 可知 

Po "A 


EepVfcgi … Cfc 

y=l ^ 


Po Po 

《 m — 


妒 . 


\ 


m T?Jt 


幵， 


2^ 




} 


⑹ 


因此，由 （5) 及⑹得 


S-EE4 hv 略 …6 

€i 4 k v =^ V ' J 


2 


k ， 


《 — 1 一知 


D D Po Po 

名 i ^Pt Vi ^fc-i 


/ 


Po , 


2 


{卜剛] 


*6^1 " t f lk 


⑺ 


5) 此和中适合 


‘ €kVl … Vk-l 


的诸项之和是 




D^pf" (! + -!)« D^Pt'^L^L^) 


⑻ 


又适合 


^ - l fe Ar! 2 fi … “Vi … T}k-i 

的项数 6 ( d ⑷严- 1 ，且 定义 l k k \ 2 D k Pt 

及引理 6.1, 如果内 > 2 3 (狄― 1 ) 一 1,则得 


M t 依照⑺， （8) 


E … EE 

石 1 G y=i 


A ) 


2 


fe —： 
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< D k2k l PQ k ~ l ( L ^ a& + i ff 3_ ff e ) + £}^ k - 1 - kp 2 '- k -k 


ML ^ P 0 + L - ^ 

o < z<^m V ^{ hz / q } 

由引理 3 . 5 及 M 《 L ka ^ D k P ^~ 1 ^ 可得 

J2 mmfpo, ^71、"}) < (y + 1 ) ( P 。+《 l0 ㈣ 



0< z^：M 


代入⑼式，立得 


Hhz / q }/ y q 

^D h f^ (L 1+fcff3 + 1 (*+ 1 > 。 3 ，抑 + 1 ) 


P 〜 h 、 2 


£i u xq 

《 D k2 (L~^ 5 +£^3 ，叫十 7^ 2 +1+—〜 + j^+(fc+iv a -(j e +i) 

6) 取 

02 — ke3 4 - 2 2k aQ 4 - 2 3 ( 狄 _i ) 


由于 


及 


可得 


as > 2 2k ^ {2 k -h 1)<73 -f 2 2 … ctq + 2 3 ( 2 知 _1 ) 


<7>2ka 3 + 2 2k+1 a 0 + 2^ 1 \ 


由⑷得 


- ' P 。 / TL 

I 2^ J 2 (/略… 6 t (/- mf ) 

h 0= V=i xq , 


《 D h P Q L - 2k+1 ^ 


Po 


J 2\ s v\ 2k ^ D 2 k P 0 L ^ k ^. 


用 Holder 不等式，得出 


v - 


Po 


1^1 ^ -^o 


2~* 


V- 




2 


C DP Q L~ 2<r ° 


再由 （2) 式得出 


n | 2 ^ dp 0 dp^l~ 2 ^ 


.83- 


⑼ 


及 


n < dp 0 l^ q < 巧 it ' 
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§6.3 定理的证明 

1) 以 H 代表所有不大于的素数的乘积.以 （ d ) 表 if 的除数所成的数集. 
运用一习知的论证法，可知 

5= [ ^( d )^ + 0(/ p ), 

此处 /x(d) 是 Mobius 函数而 

Sd - ^ e ( f ( dm )). 

dmSt(modQ 3 

2) 今先估计 


So - ^ K d )Sd, Ai = 2 2k {ao + (7i + 1) 

⑷少 1 

的值.在引理 6.2 中取 I = d,as = Ai ,^4 = < y \ 及 cr。+ 1 代替 <7。，则得 

« 皆广 

(此处用了 c > 2 ka ^ + 2 fc (， + 1 + A 0 + 2 3 ( 灰 _ 2 〕)■故 

5 0 ^ V <g ： - 1 IT' 

Qd 


d ^ L^i 


3) 以 （ do) 表⑷中有偶数个素因子的数所成的数集，而（办）表其余部分.命 


沒= E ii[d)s d = n- T u 
L x i<(dKP 

此处 

T 0 = Y 2 ^01 ~ ^1- 

L A l <( d 0 KP 

今后研究 T 0l 因为7\可以由同法得出相似的结果. 

4) 讨论％的一部分 


^0 = 心 。1 ^2 = 2 2 ((70 + q + 1) + 2 3 ( 2/e_1 ). 

L x i <( di ))^ PL ~ x 2 
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将此和分为 0(1) 份,每一份和的形式如 

D < d < D f ， D f < 2 D . 

以 G 代表其中 之一， 如此则 

D = X^e(/(dm ))， 

d m 

此处 d 经过某一适合于 


D < d ^ D \ 2 D , L Xl < D ^ PL ~ X2 

的数列.对已定的 ti ， m 经过适合于 


P 

0 <! 77% ^ , 

a 


md = f ( modQ ) 


的数列. 

在引理6,3中取 | = 1,< T 3 = 0 ? <75 = ^1,(76 — -^2 及以 CT(> + A + 1 代内，则由 
( T > 2 2 fc +1 (£ T 0 + CT 1 + 1) + 2 3 ^ fc - 1 >, 可得 


0 < 凡，小' 


由是即得 


T ^ L \ Q \ < 


5) 所留待讨论之部分可以写成 




d 


此处 d 经过 （ d D ) 中适合 


PL— <d^P 


的整数，且对一固定的经过适合 


0 < m ^ P / d , md = t ( modQ ) 


的整数.换和号，则得 


Tq = T ( m ) 


d 


此处 m 经过整数 


m = l ，2,，" JiH 
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而对一固定的 m , d 则经过一适合于 

PL ~^ < d ^ — 

m 

的整数组. 

6 )以（必）表（办）之分集，其中整数有素因子> 者（心 = a 0 + A 2 + n ); 而 
K ) 表其余部分+则 

T(m) = T f (m) + T f (m) = E ， T " ㈣ = 

K ) K y ) 

K ) 中适合于 PL ~ X - < d < ^ 的元素的个数小于适合以下条件的整数 i 的 

TTi 

个数 F :⑷ I 无大于一的平方因子， （ ii ) l 适合不等式 

P2 < ( < P, 


(iii)/ 的素因子不大于 假定 1 有 s 个素因子,则 

巾此得出 s > gi /( A3 log _ 6 ). 乂 

d(i) = 2 8 > 2^ £/(Aa logL) > J> +1 . 


由引理 2.5. 


p 


FL Xz+l 《 PL ， 


即 


F《PL 


A3 


故得 


P 


T(m) = T\m) + 0(PL~ Aa ) = T f (m) + 0 ( X -L~^-^ ). 

Q 


(此处用了入 3 =+ \ + 汀1). 

7) 以 T $ ( m ) 表一和，其 d 经过 K ) 的一分集,其中元素恰有 s 个素 因子》 £>■ 

由于 


L A3S ^ P , 3^ 


L 


A 3 log L 


< A 


T \ m ) = Y , T ^ 

S<L 


故得 


6 章含有素数变数的三角和 


T s (m) = ^2e(f(md)) 


乃一和，其中所经过的 d 适合于不等式 

PL~ X2 < d = 土， md 三 t(modQ), 

T7i> 

且 rf 乃（成） 之一氣 并恰有 s 个素因子> L Aa . 

8) 因为要估计，我们引进一和 

r s 0 { m ) = EE e ( f ( muv)) i 

tl 如 

此处 u 经过所有> 的素数且在 （ d ) 中，对已与的经过所有适合不等式 


PL - p 

-< ^ ^ —, muv = t { modQ ) 


的整数，且 t ； 在（山）中，并恰有 s - 1个素因子> 

在 T s ( m ) 中每一项 e(/(m d)) 在 T s 0 { m ) 中幽现 s 次.舍此而外， T s 0 ( m ) 中不 
在 T s { m ) 中出现的项的形式如 

PT~^2 p 、 

此处 p < 1>，而 W 经过 （4) 中之元素，且 外恰有 s - 2 个素因子> i ' ( 当 
3-1 } 则此类项不存在).如此的项在 T fl 0 ( m ) 中出现的次数仅一次且唯一次（因为 
W 无平方因子).对一已与之 p 5 共有《 Pi / p 2 项：所以 

T s0 (m) = sT s (m) + 0 I = ^(m) + O f £l~ A3 V 


r 3 ㈣ + + 


9) 把引理 6.3 用到 T ； 0 ( m ) 上，和 


T s 0 ( m )= EE e ( f(m u v )) 


U V 


中 ti 乃经过 L x ^ u ^ VP 间所有的素数.对一固定的 u , 变数 u 经过(山）中所有 
适合以下诸条件的元素： 
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(i) u 恰有卜 1 个素因子会 
(il) PL~^ ju < u > P\/u, 

(iii) muv = t(modQ), 

把 < / P 分成 O ( L ) 份，使其每一份皆可以应用引理 6,3+ 今于引理 
6-3 中取 l = m，a 3 = A 2 , 内= A 3 , 并取内为一任意大之整数，且用 a + a 0 + 2代 
替0^如是则由 


A 3 > 2 2k ( a x + cr 0 + 2)， cr > 2fcA 2 + + tr 0 + 2) 4 - 2 ^ 2k ~ 1 ^ 


可得 


P p 

!>( m ) < 

m m 


因此得到 


P 


T s (m) 《 —i-a-n - 1 


sm 


p p 

— i_ Aa 《 —— L _cr ° _<71 

5 m $m 


此处用上了 会 <Jo + <Ji + 1* 

最后， 


m m m ^ 


— 久 2 


^ m S <L ^ 


m 

P 


EE #， 

m s<L ^ 




由此得到 


第 7 章 华林-哥德巴赫问题的解数的渐近式 


§ 7.1 


命/ ㈤ 表一 k 次的整值多 项式， 其最髙项系数>1是正数 + 井假定无整数@(> 1) 
存在使对所有的$恒有 f ( x ) = /⑼ ( mod 办以 h ( N ) 表方程 


f ( Pi ) + … + /(pj = JV 

的解答数，其中未知数 Pl 广、 Pa 是素数.（为简 单计， 这一问通称为华林-哥德巴赫 
问题 .） 本章之目的在证明下之 定理： 

定理11 若 


f 2 fc + l , 当10, 

\ 2 fc 2 (21 ogfc + log log ft H - 2.5 }j 当 A ： ：> 10， 


则 


I S (N) ~ A~ sa e(N) 


r 3 (a) N 尬 
r ( sa ) (log N) s 


的系数) N 9a 

( log 7 V }^+ 1 


log log AT , 


此处 


e(N) = ^ ； B s (N iq ) y 

g=l 

驅一 g (繫)、(- 研)， 


M " m = L e 办邛 ))， 

jul 

而 3=9 n 为 /( x ) 的系数； t 最小公分母 ■ 

在证明定理11时我们需要一重要引理：命 r 2 t ( P ) 表方程 
/(XI) + …+ f(x t ) = f{yi) + * …+ f(yt), 

的整数解答 x u …， xm t 的组数，则当 fc > 11， 


2 i > fc 2 (2 log A : + log log fe + 2,5) — 2 
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时, 


P 

r 2 t= I \T(a)\ 2t da < P 2t ~ k , T(a) - V e(f(x)a) 
0 


§7.2 若干引理 

引蓮 T ,1 命 r > L 对任一实数 a 有二整数/^及 g 存在，使 


a 


h 

Q 


々 oy ， （M) 


证并不失去普遍性，我们可以假定 a > 0,把 o 展开成连分数,且命 

P \ [ o ] P2 Pz 

‘ — if 4- « 

Qi 1 J O2 5 Qg 1 

表它的渐近分数,数列 w 或有止境，或趋向无穷.若止于 P a / Q S , Q S ^ r , w } a 
P s / Qs ： 此引理显然正确.若有一 m 使 


Qm < T S Qm+1 


则 


Q 






^ m+1 Pm 
Qm+l Qm 




1 


QmQm+l Q 


即得本引理，其中 ft = P m ，g = Q m , 
引理 T .2 ( Euler 求和式)，命 


卜⑷ ^x-[x]-- r 


用归纳法定义次之函数 


0 


h(x + 1 ) = h(x), 
bi(y)dy = bi+i(x) &j+i{0). 


( 1 ) 

( 2 ) 


命 6 > 瓜在隔间 a s M b 中，设咖）是一具有多次导数的函数,其次数视我们的 
需要 而定. 则对所有的 t 


*6 


g(m + 1 ) = j g(x)dx 

rrtr J €1 




i-i 


^ 2 (g^(b)b r+1 (t -b)- g^(a)b r+ i(t - a)) 
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—/ 5⑴- z ) dx . 


⑶ 


证 1) 简化引理: 
1 A ) 我们不妨假定 


0. 因为我们取 a — t ^ A y b — t = B i g(x + 1) = G ( x ), 则 


E G ( m ) 


G ( a ?) d;c 


<n -ji- 

J 2( G ( r ) ( B } h r -, i (- B )^ G ^( A ) h r +1 (- A )) 




fB 

I (x)bi(—x)dx^ 

Ja 


L2 ) 因为上式的每边都是可加的，所以只须证明 

w ^ A < B ^ w+l 

时的情况即可，此处扣是任一整数， 

1 .3) 如 1.1) 所论，我们可以假定切= 0而不失其普遍性. 
2 ) 当 f = 1时，引理真实-即 


G(0)=/ G(r)di 十 G(B)6i(-B) - G(0)6i(0) 

Jo 

- G f ( x ) bi {- x ) dx , 当 A = 0 

Jo 


⑷ 


G ( x)dx 4- G ( B ) bi (- B )- G ( A )& i (- A ) 
j G / ( x )6 i (- x ) dr J 当 0 < A < S ^ 1. 


此二式的证明如下 


㈤ 


ff » i ( — x ) d;r 


J a G f ( x ) 

(~x + ^ G { x ) B + j: G ( x)dx 


0 


4- ( —S H - ^ ] G(B) — f —A + 


) G ( A ) 
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G(x)dx^h(-B)G(B) 


-b 1 (^A)G(A) - 


0， 

G ⑷， 


若 A ^ 0, 
若4 = 0, 


由于^ = 一豆+ 1 = ~ (0) 十1 . 

3) 归纳法.运用分部积分法，可得 


4 


.B 

G^(xM-x)dx =G w (B)b i+1 (-B) - f?^(A)6 /+1 (-A) 


B 


A 


G f 、卜 ^(x)6 ； +i(—cc)d^. 


引 理己经 证明， 

引理 7*3 在任 一 有限的间隔中 6 i ( x ) 是一囿变函数. 

证当 I = 1时，在（0 ，1 )中 hix ) 是二单调函数之差，因之，它是囿变函数. 
对于一般的情况，可由 h ⑷是 知-办) 的积分这一性质得出， 
mm 7 A 若: T 一吣则 


bi ( x ) = x - [x 


2 



sin 2nnx 
n 


证只须讨论 0 < $ < 1 时的情况叩可.因 


2 


f Tb 


log(l — 2；) = -|z+; + …十 L + 


n 


故 irlog(l-e 2 ^) 的级数的实数部分等于引理中之右边，而 -log(l-e 2 ^) 的实 

JU iti 

数部分等于 

1 sin 2kx 1 

— arc tan -^ x - ■ 

k 1 — cos2jtx 2 


引理即己证明. 

引理 7.5 命6 > a . 假定 f (： T ) 和 f f ( x ) 是隔间（％&)中连续的实函数，在此 
隔间中仅有有限个*极大值和极小值.则 


1) 



p(x)e(x)dar 《 




max 


|< p ( x )| dx T 


⑹ 


* 所 谓有限 个极大值和极小值，乃指其个数不超过一个仅与相关的数, 
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2) 假定/ ㈤ 可求微分且适合 0)1 < 1贝 fj 


J2 e 2 耐 ㈤ - / e 2 ^(x)dx 1. 

证 1) 当 & -a < 1 时，本引理 1) 显然真实. 

现在假定 a <&— 1. 如 能证明 


(7) 


■v+1 


池) 咖) 


咖〕 |紅 


则引理己经证明，我们也可以假定 if { x ) 是单调的，而不失其普遍性，如若不然，我 
们可以分此隔间成为有限段，每一段 中口⑻ 是单调的，由于方法相同，我们仅讨论 
#) 是递减时的情况.因为 

r [ a l+i A ^] 广 b 

/ ^>{x)e(x)Ax ^ / |^(a:)|d^+ / ip(x)e(x)dx + / \^(x)\dx y 

Ja Ja */[aJ+l J[b] 

所以我们只须证明 （8) 式当 a 及&都是整数的情形即可. 

我们现在有 


<p(x) sin 2:ixdx 


广 a+j 疒 a+1 

/ <p(x) sin 2nxdx + f ip{x) sin 2jtxdiX H - 

a A + ^ 

(^p{x + a) ‘ w ($ 十 a 十 i) + <p{x + a 十 1)- 


—-J J sin 2nxdx. 

因为 < f ( x ) 是递减函数，所以 

0 $ + a) — p ($ + a + 2 ^ -\- ip{x 4- fl- + 1) 一 * - 一 ^?(；^ + (? — ^ + cl). 

由此立得 


0 ^ / (f (x) sin 2Ji^dx < / <p(x -h a) sin 2nxdx 

J £2' J 0 

rh 2 

< / (p(x + a)fdx ^ / If ㈤ dx ， 


用同样方法来讨论 


ip(x) cos 2^xcUr, 
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并将所得的结果合并，即得出本引理 1). 

2) 如 1) 的论点我们仍可以假定 fix) 是单调的.现估计积分 

6 m 是整数， 


a 


^ f{x) ± mx - y , 则此积分等子 


f f ( x ) M 


f f (x) ± m 


e ， dy . 


由 1) 可以算出 


—fc 


f(x)e 2Mf{x)±Tnx) dx 


a 






m ± f f (x) 


dV ^m 


由此立刻有 


a 


sin2jimxda: = O (丄) . 


由引理 7.4 可得 


■■h 




a 


n 


-6 


oo 


a 


f(x) J2 Sin2KrnX dx 


m 


n 


O 




— / e 27Z1 ^ T ^ fix) sin 2Kmxdx 
匕讯 Ja 


m=. 


OCi 1 


0 ( 1 ) 


(逐项求积分时,运用了 M - W 的级数是囿收敛这一点), 
最后，由 Euler 的求和公式即可得出我们的引理. 
引理 7-6 命 A ( x ) = e ixfc .则 


^ r \ x )= e ^ k F r ( x) y 


此处是一⑼- l ) r 次的多项式， 

此引理的证明用归纳法不难得出+ 

引理 7.7 命 \P(x) = e{(3A(qx) k y 若 Cl (k)P 1 -^ \/3\ ^ c 2 {k)q- l P 
及0 < a : < P / g , 则 

\^ r) (x)[^c 3 {A y 6,r,k)P~ r ^ 




证由 


I/T 々你 2 _ v _a P~ 1+tt — a 
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S(c 2 (A)) rt (ci ⑻ 一 1 W 郎 

及 

m^q}^- 1 ^ mq k ^ c 2 (k)P^, 

由引理7 + 6,可知 

(!? (r ) ⑷ 1 —少⑻冉((2咕盧广明 )((2_^l)%) r | 

^ cM ^ k )( i +( m a qx )^ nm a Q) r 

^ c ^( A y s , r y k ) P ~ r€ . 

引理 7,8 命 f(x) = A k x k + …十 Axx + Aq, 

0( x ) = e ⑽ ㈣ ) . 

则在引理 7 + 7 的条件下 

\^ T ) ( x )\^ c B ( A kr - , Ao ^ ir , k ) p - r ^ 

证当 = 1 时引理显然成立.命 

0{x) = ^(x) 0i ⑻， ^i(x) = e(j3f(qx) - /3Ak(gx) k ). 

假定此引理对 k -1 时 真实. 即当吻《时 

\4 r ) ( x )\ ^ ce ( A k ^ ir - k ) P ^ re . 

由于分 - lp - ft +2 -e > g - lp - Ar + l ，' 则当別 < 句⑻^/^+卜氏时 

| <)( X )1 ( 

故由 

^ r \ x ) = ^ ir ) ( x )^ i ( x ) + f r ) 炉卜 ”⑷ #[( a :) + …+ ^( x )^[ r \ x ) 


可得出 


\^ r ) ( x )\ ^ c 5 P ~ r£ , 
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§7.3 Farey 分割 

命 fc > 2 . 对隔间 — ^ a 在1 一士中任一数％由引理 7.1 已知有一对整数釭 
及9使 


a 


h 


^ _ ，0 < g < r, (ft ， g) = 1, 

此处7"=尸^ 1+ ' 

在隔间 (-^, 1 --) 中任一有理点 t 附近做一分隔间 


a 


h 

q 


^7 r 


对 g s P 1 -^ 的分隔间用 m { h , q ) 表之.隔 

m { h , q ) 之中者以五表之. 

今证任二 m ( h y q ) 都无公共之点.若不然，设 

h 


--,1-- 中之点不在任一分隔间 


a 


7 


则 


hi __ 

h 


Qi 

9 



， 。=宕慎 

< — ? 
gr 


a —列，即 i 

/ 1 1 
^ + , 

l^ ql+q 


卯 1 qr ?ir 


T 


由于 g < 2 P l ~ € , 故此为不可能. 

因此，命 


P 


na) = X>(/( 咖)， 


X- 


则当 P 充分大时有 

r 2 t ( P ) - P \ T ( a)\ 2t da 
Jq 


i - 士 




| T ( a)| 2 Ma 




r ⑷ | 2t da+ E E / \T^)\ 2t da 

_ 1 — I,, . — f l/ £01 ( hr. O } 


a < P 1 ~ e ^=1 " 

4、 


§7.4 估计展在 五上的 积分的绝对值 

引理 7-9 当 A: > 12 及亡 > P 〔2 log fc + log log A: + 2,5) — 2 时， 

\ T ( a)\ 2t da < 

E 
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证由定理 6 及 9 ,命丨 十匕 可得 


令取 G = 2ft: 2 , 及 


\T(a) 2t da 

k~\~S -—2t2 / 


log ^-fc(/t + l)logfc 2 
- log(l - a) 


如此则 


> +1)(1 _ 心士， 


2t 2 


因此，如能证明 


2A 2 (21ogft+ log log + 3) 2 log A: 


+ fe + 2) + ZA + 2fc 2 < fc 2 (2logfc + loglogfe + 2.5) - 2, 


则立刻得出本 引理. 
由 


可知 


log ( -k(k + l)log* 2 j 

^ -lag(l-a)—' + 1 < G - 9 fcl0g ^ 2l ° g ^ 

log(fe 2 log A) - log A: - i log log A: 十2, 


j (A 2 + k + 2) + /k + 2k 2 < k 2 (21ogk + loglogfc + 2.5) — 2, 


因此证明了本引理. 


§7.5 关于 an ( fcj ) 的引理 

命 

T*(a y h, q) = q^S Kq f e(f(y)0)dy, 
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5 


h 




此处 




E 

j 


^( Pf(qj + v )) 






E 

j 


^u + 


v 

Q 


0< j 十 |<f 


及 


#(x) = e{pf(qx)). 


运用引理 7 , 2 , 得 


A , 




o 


释 + g (，督 +1 (卜 I ) —，.+■ 


■m 


o 


步⑷ ( x)bi [ ^ — xj dx . 


由 


p 


州 rP/Q 1 

^(x)dx= / e(^f(qx))dx = - f e(Pf(y))dy, 
r o Jq Q Jo 


可知 


T(a) = T*( a> h,g) + g (妒 ) If ) Or+l (!) _ #M( 0 )o r+1 (0)) - R, 


此处 


<1 


〜 +i(*) = E e q (hf (v))b r+1 (兰一尤 


q 


P/q 


^ = y^e g (fe/(u)) j ^(x)b[ ^ Ax. 


现在取 Z 


5 


1 } 则由引理 7 . 8 , 可知 


# w O )《P 一 1 


及 


i ? 《疗 / P 


q L 
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命 


V 




X ： 


/1 \ I / v 

ar+l(0 =Si&r+l f ^ — M + — 〜 _i)6 r + l (: 

V — 2 


、 : s m (6r+l (j ” t) — 6r+l ^ ^ — ^ + Sqb r +i (1 — i) 


由定理2, 


s ^； — 0( q l ~ a+£ ) 


因 b r+l (x) 是一囿变函数，故得 


Q - 


辽 r+l(0l ^q 1 ^ 6 ^ 




V + i ( = - t )»6 r+1 (^4 
<1 J V Q 


《Q 


1 — d 十 & 


再用引理 7.8 即得 


T{a)- T*(a,h,q) |^p-^ + i] f 

\ r=l 


<g 


l — Or-K 


7.6 估计展开在 mt(h,q ) 上的积分之数值 


引理7,12 当 2 t >2 fc + l 时 3 


§1 


\T(a)\ 2t da^：P 


2 t-k 


证由引理 7— 10及7.11，可知在 an ( ft , q ) 


T(a) ^q~ a+£ min(P ? |/3| 一 ， + q l ^ e 


<q~ a+£ min(P ， |/ 3 |_ ft ). 


引理中所述及的和不超过 


< V / min{P 2t l3r 2ta )d0 
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q ^ P 1 -^ h—l 


P-k 


P 2 t d (3+ f I 3 ^dp 


<tiP 


一 fe 


E / 




< F 


2t-k 


^ P 1 


(由于馳敛性). 

引理 7.13 当及 


时， 


t > fc 2 (2 log + loglogfc + 2.5) — 2 


r 2t (P) <C P 2t ~ k . 


这是由引理 7 J 及 7+12 直接推出的结果. 


7,7证明定理所必需的引理 


命 iV = f(P\ 


孓 ㈣ = X ) e (/( p ) a )， 


P^p 


A 刪 ’2 ㈣ N 汀卜 * 1呢】 

此处 z 是 /(4 的最高方次的系数，的定义见本章之首 + 

我们仍如§3来分割隔间 一 ^ s a s 1 一 但现在却用 q^T = NL-' 此处我 

们选择了 <7使定理10中的内 i 于定理 4 ^的 c 2 (k,k) 加上某一整数 5l . 

用 9 K ( fe s q ) 代表隔间 

«-< ——） <1 ^ 

q qr 

用五代表隔间^ 3 1- 中所有不在 m{K q ) 内的点 * 容易证明（如前）所有 
的 m(h, q) 无公共点， 

引理 7.14 ( Siegel - Waie ss f 假定 g < L^(l, q ) = R 命 ^( n ; l, q ) 代表 

算术级数 l + qx 中不大于 n 的素数的个数.则 

nr{n;l } q) — —^-r-lin + 0(Pe~ Cl ^), 

_ ViQ) 

*Math.Zs^ 40(1936), 529—601, Hilfeatz 3. 关于 完整的 证明， 可参考 r HT ^ly^aKOB, BBej|e- 
HHe BreopHE^j L-«j>yHKUHH ^MpiiXJie, IS T + Estermann, Introduction to modern prime number 
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此处 ux = r ^ 符号0所包含的常数与 g 无关. 

J 2 ^ 

引理 7*15 在 m ( h , q ) Jh ? 

%(a)~ 9) = 0(Pe— C2vX ), 

证命 a = & + /3. 又命 

Q 

S n = 〜 (好 ( P ))， n ^ N , 

f(p)^n 

则 

Sn= ^2 十 0(〆 )， 

i=i 

o^)=i 

此处 W 是方程 /(: r ) = n 的最大正根•（当 n 充分大时, W 是 
的).今往证明 

这是 由于： 

n 1 - (5) ° =n， ~ (^ T ^) = n '~ ( n k + 0 (n 

=ti，(i —(i 十 oy—M^sCKi). 


Da 




J 


f l\ \ d 


由引理 7.14, 对充分大的 n 我们有 




k u (jy +o ^~ ci ^ 


< p (4) 

最后的等式对所有的不大于 P 的数 W 都真实.由此得出 


s n 


i 〜(_ (忐 11 G ) a + 

i eJ ^ w lii { j) a +o{Pe ~ CiVZ) 

(i, 的 =i 


定存在的，且是唯一 


- 1 )) 


+ W ) 
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因此 


5( a ) =^(5 n - Sn -^ ein /3) + 0(1) 


n—2 

N 


J2 Sn(e{n^) - e((n + 1)0)) + S N e((N + 1)0) + 0(1) 


n =2 


激〔 p (兰) a 卜 ㈣ )—咖 + _ 

\ *-2 

+ li {j) a e ((# + 1 別 ) + 0(Pe_ 一 ). 


由于 


= a - r 

J (n - l) c 


log * 


1)a \og(yA^) , 4 ^ 1 -a^g^ 


^°( n 2- hogn )^ 


因而得出所需要的结果. 

引理 7.16 当|/3|< S 时， 


T» ， g) 《 q~ a+£ min(P, H 


在 m(h, q) 上对于 %(a) 也有类似的结果. 
证由定理1的推理 1.3 可得 


n 《/( P ) 


(此处用了 p ⑷» > d 又 

e(n/3) _ e(nj9) 

2^ : n ~ 乙 n ^, fr 

n ^^ log - n ^ log - 

以及分别表示这两个和，显然有 


E e(r^) 

t _ rt1 n 
N>n>H in lo S^ 


E x < E ,= _- a ) 


n < m ~ 
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命& 


由分部求和法可得 

|/?| — l < tn<n 


E 


2 


▽ e ( n /?) 

/v 土- 


Sn — S n ^，i 
n 


E , v 

几 1-0 log 1 


/ 


< E 

N ^ n >\/3\^ 




n 


V 


n 1 -^ log J ( n + 1 ) i ^ ai og /n 


A 



l^jvl 


(N + l) 1_a log 


AT+r 

A 


因为收 K y 可知 


! I2 2 i ^ 


^ n >\ j 3\~ 


W\ 


\ 


n L-M og ^ ( n + i)i-M 0g 


n 


A 


1 


芦 I ( A r + i ) i-*Hog 


«]/5| 


■a 


A 


这证明了引理中的第一个结论. 
由引理 7.15, 可知 


X(a) = T{a,h y q) + 0(Pe~ c ^), 
因为 Pe- csVZ < 及 Pe ^^ 1 < \(3\- a q ~ a , 可得 

T ( a ) < q~^ c mm ( P ^\~ a ). 


§7.8 定理的证明 

我们先证明一个与定理 li 略有不同的定理. 

定理 It 假定 

' 2 fc + l , 当11， 

2 k 2 (2 log k + log log Jfc -h 2.5) ? 当 fc > 11, 

则对任一已给的 整数& 常有 

c ( k , si ， /㈤ 的系数) AT Stt_1 


5 > 


I s ( N )- A ^ sa &( N )^{ N ) 




(log N ) 


Si 
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此处 


^( N ) 


V 1 

^ 1 一 a 1 打 1 1—a 1 介 s 

十 … +n s = w 几！ log —r * * * U s log ■— 
n v ^2 Ji j4 


证 1} 我们有 


Is(N)= / % s {a)e{-Na)da 

Jo 


T s (a)e(—N a)da 


=I % s {a)e(-Not)da + V" / ^(aJef-ATaJda. 

Je m(h tq ) 如 (h) 

2) 当 fc> 11. 由于沒 >2fc 2 (21og* + logl 0 gfc + 2-5 )， 我们可以选择整数 t ， 使 

苕一 2t > 1 ， t > k 2 (2 log A ： + log log k + 2.5) — 2 + 

由定理 10 及引理 7.13, 可得 


I % s (a)e(-Na)da ^(FL-^) 5 - 24 / |T(a)| 2t da 

E JQ 


《 p s _ 2t ir si J |r(a)| 2t da 

《 p 3 - k ir s \ 


当 1 < ft < 11 时，由定理 4 可得 

f (T(a)) 2 fc+ 1 e(-iVa)da <^PL~ Sl -^ k ^ C \T(a)\ 2k da 
Je Jo 

<t ： P 2 k ~ k+ 1 L~ $l 

(由于 a 的选择). 

3) 由引理 7.15，16 及简单的不等式 

ir - 尔 | (來 - tji max(ifi s_i } 

在 m ( h , q ) 上我们有下面的 结果： 

\% 9 ( a )-^ s ( a f h 7 q )\ Q | T(oO - max(|X ⑷戊>，/^孙卜 1 ) 

<Pe~ C2vT {*?~ a+£ ) s_1 mm{P, |0 | _o 广 _1 . 

在妨 ( Aj ) 上求积分，即得 

f ^(^ ei - N ^ da - f ( I * s ( a , h , q ) e (- Na)da 
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P-k 


《 Pe-avT 厂心 -0+e I / p s ~ l d/3^- I 

f o Jp-k 




a(»—l)+£pa—h c —C2^/L 


对所有的 m ( h , q ) 求和，得出 




T s ( a ) e {- iVa}da 


5 人 


%* s ( a y h , q ) e (^ Na)da 


<^ P s ~ K e 


- k a - C 2 VL 


^ gl - o ( s - l)+e 


《 P S _ K e 


k^—CB^/L 


4) 由引理 7.16, 我 Cl 有 


故 


1 




( a , h ， q ) e (— Na ) da - %* s ( a , h , q ) e (- Na ) d 0 




a$-\-£ 


0 - as dp 




l+ep^—1)^ 




^(a i h,q)e(-Na)da-Y^ / ^ s (^Kq)e(-Na)dl3 


m 


^ps-k£ / -fT(sa-l) ^ 

^ 尸在一釦上 一 2) 十 e 《 ps—kj^-st 


(由于 2 $i < C 7 及 Sd - 2 > g )_ 

5) 我们有 

V r £ I* 9 (a 7 h i q)e(-Na)d0 

m J ~h 


-A 


—sa 




s 


e ( n /3) 


4 


^°E E 


w hi 


s 




咖) 


e 


3 \2^N n^^log- 

(， 寧)， 


e(-N 卿 
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旷 


n \ 1_A ^ 


N 


y 


O 




+ 0 


N 


因此 


N-l 


7 i 1 ~ Xl {N - n) 1 -^ 


W ) ‘ 


:JV Aj+A 2 -i[ / - x)^ 2 ~ l dx 

fo 

\ 

1 

N-l 


°\ 


nN 


N-l 


n ： 




j^rAi+A^ —3 


㈤ 

r(x 1 )r(\ 2 ) 

P(M + a 2 ) 


1—Ai f ji \ 1 —Aj 

] ； ■ 1 TL 

N) 


E 


(N — n)N 


(3) 1 


- A r 


n \ 1 

n) 


— X ^ 


N-l 


^ E 


^ n 2 ~^ 1 (N — n) 1- h 

n—l 、 f 


N -\ 






Al (JV — n ) 2_A2 


因为 

N-. 

E 




I ： 


Tl ： 


^ n 2 ~ Xt (N - n ) 1_A = ^ n 2 ^ kl (N - n ) 1 ^^ ^ n 2 ~ x ^(N - n ) 

1 v ; N > n>^N 

《N 入 2-1 Z 






n 2_ 入 


n m-2 y ] 


N > n>^N 


(N n) 1- ^ 2 


《，入 2 -i 


JV-l 


n i-h (TV 一 n) 2 ^ Ai 

n=l 、 

即得出本引理. 

引理 7,18 

E 


+^2 — 1 —min(l 1.^2) 


1 ， 若入 2 一 1 ， 
log iV T 若入 2 = 1 } 




1 -a 


抑 1 和， ■ 編1 -利， 
〜 >0 


+ o ( isr a )). 


证由引理 7.17 己知此引理当 S = 2时真实.今假定引理对 S - 1真实而运 
用归纳法.由引理 7.17 可知 

iV ^5 +l 1 ! 


1 一 a … l_a 

ti；i + • ■ •+ 打 tf = a t ’1 s tii 

n v >0 


na + 


Tin a ... 打】 

— TL 1 I 


—a 
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Z 士 - RF , ^— i N — + O 


^1 


n l C a r((s ^ l)a) 


E 

rti 


n 卜 (i\T _n)H 各 _ 2 ) tt 




引理 7.19 


: 1—a 1 打 1 

W+，n Ui iOg — - 

n v A 

证命 


^ nl ' 


，a 


l0g A 


r s {a) N $a ~ l 

r{sa) log 5 AT 


: 1 + o ( 宇 )) 


^ o ( N ) 




E 


Tl I + B i ■■十 Tt 丨 i W 
T^V>I 


nj~ a 


n 卜 


%( N ) = y . 


»1 + ■ f -nj = 
>1 


" 苷 … njT a log ^ ^ ng . -nl~ a 


， 0 < 〆 矣 5, 


则 


%[ N ) = ^^ i ( iV ) + 0( -^ N } l °^ ) + O ” 1 


L 




( 1 ) 


此式的证明如下：分和为两部分 


卜 E + E = 的+〜 

n^NL~^ n^NL - 6 


则 


5 i « E 


n.i + ''»+^,s = J ^ 
n^^NL- 6 


n\~ a *^nl~ a 


« E 


- - 

《N L -愚 + "*+ 竹“娜 j +ri^+i + B ^4"H^—JV—Tiju 


■a 


E 


n 






n >-i 


n]~ a 


« E 士 (況- w ) (s_1>_1 

n ^^ NL -^ 

《况 (卜 1) 0 _1( 汉 1 一 5 广 = N sa-l L -Sa 《，一 1 L 
此处取 d = fc(S + 1). 又 


■3 - 


s 2 - 


logiv 


I ： 


lag -j- 

rx^>N A 


log 


終 ， 1 

^4^ 


njT a 


n 卜 
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§ 8.1 

今研究/(岣=时奇异级数的性质. 

命沪||& 

/ 0 + 2， ^ = 2 } 2| fe , 

} 6 + 1，其他的情况 
及 

“ n ， 

(P-I)\k 

她定理 12 ☆ 假定 ❷ 3fc + 1 及对所有适合 （P - l )| fc 的 p ， 常有 e N(modp^) 
并取 / ㈣ =, 则 &( N ) > d > 0,此处 A 并不依于从 


§8+ 2 关于三角和的引理 

引理 8.1 若 (9 i ， 的）=1，贝 『J 


及 

证 


Wh ^ ^ W h q ^~ l ^ W h q ^\ qi 
B s ( M 姻 2 ) = B s ( N y qi ) B s ( N f q 2 ) r 

命卜 ^2 + Wi ， 则 


7! q -2 

Whiqiq " " S S eqiq2(hg ^ + hqk ^ = 

(’ 1 ) = 1 兮 2)il 

又命 - hiq 2 十 及291，贝 

B s (N, qii g 2 )= y y (^tmY (W htq ^ qi y 

^ \ ^ 2 ) ) ) 〜 “-㈣ 

f^l .^1 ) = 1 42)=1 

= s J ( 辦 ) a (^t) 

f*i j 91 >—1 { fe 3 ^2) = 1 

= B s ( N , qi ) B s ( N 7 g 2 )^ 
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引曝 8,2 命 

| 1， 若 P >2, 

\ 2,若 p = 2. 

若 

x^y + zp^, (mod ^ +1 ), 

则 

x p ^ y p -^ ( modp ^ 2 ). 

证写 

x ~ y -^ zp & + 

由3綷会 p + 2,可知 

^ P = (y + VT 三 S/ P + 沒卜 1 之 〆 +1 + .( p ， 1X_ V 产 ( mod /+' 

若 P >2 , 则有 

-(p — l)py p ^ 2 z 2 p 2tt = 0 (modp /A+2 ) i 
当 p = 2^ 由弘 > 2,2 只 > p + 2 .故 

\ pip - l ) y p ~ 2 z 2 p 2 ^ = 0 ( mod ^ +2 ), 

从此二式可以得出本引理. 

引理 8.3 若 i > 7及 A , 则 


= 0+ 

证 命 i = h + hp 1 - 9 - 1 , 则由重复运用引理8,2可得 


于是 


由此推得 


— +l\ (modp*). 

^ + ( modp ^). 


W h r p l — 


j / -卜 1 

E 

i 1 =1 
( £ 1 


pw 

H v {Hii +〆+% 卜 1 i 2 )) = 0. 


(由于 p 十喻 -勹. 



引理 8.4 同佘式 


x k ^ a(modp ) 7 p\ 

或 无解， 或有 （ fc ， p - l ) 个觯+当: r 经过1,2… ， p - l ( mo 4 p ) 时,#经过 ( p — l )/( fc , p - 
1) 个互不同余的数， modp . 

证同余式# s l ( modp ) 有以- 1， fc ) 个解 + 此点可由 W - 1 = l ( uiodp ) 推得 
之.又命 

表其诸解~若 ； e a ( modp )， 贝! | 


工1*1，…，卬 ia ( fc ， p — ” 

都是/ e a ( modp ) 的解，且无他解，所以同余式 

x k 三 a(modjo )， 

或无解，或有 ( k t p - 1) 个解.因之得出本引理. 

引理 8.5 若 （ ft ， g) = l, 则 

\ W hiq \^ c l { k y E ) q 1 ^^ 

证 1) 证 g 是一素数 P . 则由引理 8,4 可知 


f ^e p (hx k ) = E E 1 = (A ：， P H1 ) 十 1. 
^=1 疋 =1 x k =y k (modp) 


考察和 


y^e p (/ta; fe ) = 它 e p (A(Arc) /c ) = 亡 e p ( hX k x k ) i A = 1，…， p - 1. 


由 j - A * 经过 （ p - l )/{ k,p - 1) 个互不相合的整数, modp , 故 


p — 1 

( fc.p l ) 


^2 e p ( hxk ) S e p ( hx ^ 

ar=l h~l ce=l 


2 


<((fc 3 p - 1)0 - 1 ) 十 l)p 


因之 


^2 e p ( hx k ) 

汰 =1 
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2) 若祇 由引理8,3易见 


Wh, p t = 0(1). 


又由引理&3可见当；^々及*>7 = 0十1 = 1时也有 


= 0(1). 


由 1) 可知对所有的 p 常有 


| W ^ V ， p | € 3k y/^， 


即当时， 


|W^,pI ^ P 


T +6 


命 Q ~ p l t … < p 2<-< Pt , 则由引理 8.1 可知 

l^,gl= II 陶一1 II l^^il = 0{q^y 

p^fc 1 /^ Pi>k” e 

§8.3 关于同佘式的引理 

引理 8.6 以虮 ( 〆 , iV ) 表同余式 


xf + ■ ■. + xj 三 TV ( modp ^) j p 十欠 i … x ， 7 0 < < p ’ 


的解数.则 


沪 (pWMs^iV) = 1 + ^B s (N lP d )^ 

d=i 


证有 


P l 




M s (p\N) 


E … E 純 + … + 边-仰 


^1 = 1 it— 1 

pfll 


Y1 — hN = : P_ W)(l + E B s {N yP d )). 


h^l 


d=l 


引理 8,7 ( Cauchy ). 设…， ; c m 代表 m 个不同的剩余系 （mod pO , 
VUV2,- -，Vn 代表 n 个不词的剩余系 (mod p % 且存在一数沾使当 i # j 时， 
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识一 yj ^ O(inod p ) s 则+ 如(1 ^ n ) 所代表的不同剰余系 (mod p l ) 

的数目 


^ min(m + n — l . p f ), 

证当 b = 1 时，引理显然成立-设 n > 2 ,并不妨假设讥适合 Vi ^ Vl { modp ) 
(i # 1)* 命仏…，: t 代表形如 x u ^ y v 的不同剩余系 (mod p l ). 若 f = V,则引理 
已经成立,故可设 t < pK 命X， U 分别表示集合%仏…此妳…咖与 

) ^*2> ' * T ^t- 

因 P 十 Vn - yiy 故当入经过入二0,1，… - 1 时. xiH-j/i+A^-yi) 通过模 P z 的 
一完全剩佘系，故它所表示之数必有不属于 Z 者.命 A 0 为最小的 A((K A <夕 -1) 
使町+讥+ X { y n - yi ) 不属于/中者，易见 A 0 > 2,命 


显然有 


5 = a：i + 3/1 4 - XoiVn - J/i) + S/i 


^ — ^ d — y n G 乙 


今将扎 …咖重新排列.使 


{ S - y g ^ Z , 1 < 5 < r ? 

5 - y a * €： r < s ’ S 77. 


显然 r ^ n — 1* 又命 V 表示由 + %(1 ^ u ^ m^l ^ s ^ r ) 所成的集合，则 F 
为 Z 的一个部分集 i 
今往证明 

& — y s f ^ 

事实上，若则由5 -如=〜十办推得 


^ ^ Vs = ^ Vs* ^ 

这与5 h 史名 相矛盾，故 <5 - 况矣命 t' 为由 T 所代表的不同的剩余系 
(mod^) 的个数，则有 

t f ^ t — (n — r ). 

又由归纳法假定 


故得引理. 


式 ’ 彡 m 十 r 一 1 
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引理 8.8 当及 （ p - l ) tt 则 


M ,( p ^ N ) > 0. 

更确 切些： 若 k— \ p 6 { p - ll 则当 O 2A 时，以上结论仍为正确.当 A = lp 6 ( p - l ) 
时，则只当 

AT = ±^ } ±(s — 2), 士(忍 一 4 )， " ，， (modp 7 ) 

之一成立时， M S ^,JV) >0, 

证显然可知 p >2. 

则7 = 1.由 ( P - 1)丨&及引理8為可知/给与 

» P — 1 - 

d = ( kJ : r T ) > 

个不同的剩余系， mod;?. 由引理 8*7, 4十…+ ^ xi ^ ^ x s ) 给与 

min(d + (d — 1)(5 — l),p) 


个小_的剩余系， modp， 当 


s^2k^tzl > pl 

丄 j a — 1 

2 d 


时， 


miii(d + (d — 1) (5 — 1) ， p) = p- 


2) 设/ c = ^/co，p 丨 fc 0 . 由于 


x p&kQ = (modp) 及 (p - 1 ) 十 A: 0} 


所以/至少经过 ( p-l)/(p- i^ 0 )(> 1) 个不同的剩余系， modp. 故 

工1 + …+ 4， p \ xi -- x s , 


给与 


mm 


P 


P 


(p — It kg) \(p ~ 1» ^o) 


-1)(^- l )， p 7 


个不同的剩余系， raodp' 

当 h 十 (p — 1) 时 ，因 (p-X)fAo, 易证 


k Q (p - 1) 
(k 0 ,p - X) 


^ Ao - f - (p — 1), 


故 
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2 kp ( p - l ) 
( ko ^ p - 1) 


3 2 fco + P * 


又当 p —1 = rnkg ， 而 m ：> 2 时，亦不难证明上式之真确，由此推得当 
而 s > 2 A ? 时， 

s — 1 ^ 2p e ko - 1 > —- 工 7 

- - -1 

0 — Mo ) 


因此4 +…+ x^(p { xi - ■ x s ) 给与 p 7 个不同的剩余系. 

又当 A ： = \ p e (P ~ ~ Bf ， 则 # e 土 l ( modp 7 ), 故只当 JV 三 ± 5 , 

fi I 

土 (5 — 2), 土 (5 — 4) ? + - } ±(s - 2 -s )( modp ’） 时 ， M s ( p 7 , N ) > 0,但当 s > 3 k 时, 

sa bJ 

因 S >； p ' 故不难证明士 S ，±(5 — 2), 士，士 (S — 2 ^ ) 经过所有的剩余 

系， mod |? 7 + 而引理得证， 

引理&9 若 s 三 iVfmodp 7 ), 贝[| 


M S ( P ' N ) > G - 

此引理的证 _ 十分明显. 


§8.4 奇异级数的正性质 

引理 8.10 当 s > 4时,奇异级数 &( N ) 绝对收敛.当 fc = 1，此结果可进一 
步改善为 s>2. 

证由引理 8.5 有 

I ©( jv)K « fy … 

q —I (J=l 

当 = 1 时， Wk, q = fi ( q ) (Mobius 函数)■而 | 和⑷ < 1，故 

|6(AT)| ^ f ； \ B S ( N , 9)| « f ； 


引理 8,11 当 s >4 时， 


e(iVH EK (叫 
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此处 

7 

^(W) = l + 53^(iV,y). 

t=l 

当*: = 1，此结果可以进一步改善为 s > 2, 

证 此引理可由引理&1，8,3及8,10直接推得， 
引理 8.12 有一常数 A 存在，使当 s > 3 fc 时 


&{N) > A > 0- 

更清 楚些： 若 fc 笋 \ p s {p - 1) Bt , 则当 s ^ 2 kn t 以上结论仍为真实.若 fc = 

1 

1)，而 

N = ± 5 , 土 (s — 2 )， ±{s 一 4)， - " ， 土 (5 — 2 ) (mod p y ) 

时，以上结果对于任何 s 仍为真确. 

证由引理 8,6, 8,8 及 8,9 已知： 对所有的 p, 

x p {N) > 0. 

又 s 

I 艮 Wp)I < p / 矣⑽) 

所以当 p > (6A 产时， 

x p > 1 -p - " 2+1+1/4 , 

又当5 > 4时， 

® w < n 〜 n ( i - p ' 5/4 )> a > o + 

p 孓 ( efe ”， p >(6 fc ) 4 ^ 

同法证明 A ： = l t a>2 的情况 ■ 

显然,定理 12 可由引理 8,12 推得. 


§8-5 定理11与12的推理 

易于得出以下的定理：假定 s >和，而 

> j 2 fc + l , 若1 矣鳶 < 10, 

S0 〆 t 2 k 2 {2 \ogk + log log fc + 2,5) } 若 > 10. 
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所有的充分大的= s ( modK ) 的整数 iV 可以表成 s 个素数的 fc 次方的和， 

为了更具体起见，我们引出几个 特例： 

推理1所有的充分大的奇数是三素数的和. 

推理 2 所有的充分大的三 5 (mod 24) 的整数可以表成五个素数的平方之和. 
推理 3 所有的充分大的奇数可以表成九个素数的立方的和， 

推理4所有的充分大的三 17 (mod 240) 的整数可以表成十七个素数的四次 
方之和. 

今引入以下的定义以结束本章.以 H ( k ) 表有次之性质的最小整数&所有的 
充分大的= a(mod K ) 的整数可以表成 s 个素数的乘方之和.本章之结果可用 
下列的公式总 结之： 

H(k) ^ { 2 A + 1, 若 l < fc <10， 

、\ 2 k 2 (2 log fe -H log log fc + 2*5), 若 k > 10+ 
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§9.1 

本章的目的在于证明较第八章§5更好的结果.今先引入指数密率的概念， 

定义 I 命 il 为一自然数的集合，其中元素各不相同.用 M 表示11中的元素，而 
命 

U(X) = Yi 1 

u^.X 

表 IX 中不大于 X 的元素的个数.若^为最大的实数使对任一 e > 0, 


U(X) » X V ^ E 


都成立者.则称〃为集合 il 的攒数密率， 

在本章的讨论中，常假定 Jb X 又命 a = 1， 


及 


( 2 fe 2 (21 ogfc + log log + 3), 当 A : > 12 } 
\ 2 fc ^ 1 I 当 fc <12 


m 


log -b + ! og(l - 2 a ) 
- log(l - a ) 


本章的主要定理为 

定理 13 命 JV 为一充分大（即 > o ( k )) 的整数, it 为一指数密率不小于 " 的 
自然数集合，而命 


假定 


5 




— 1 Hr max min { 2 1 


T 


r + 1 — i/(k — 1) 


2 r 




). 


I i^S > k 





且若 


u + V 三 TV — — 3 (modif) } u f e il t u ' v ! (X 
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的解的个数常》 f / 2 pa 则 

i ) 当 fc — ^( p - l)(p / 2) 时， N 能表成为 

ft 十 + " . + ^2 fc +3 + 社 + W ' U . U * ^.iX ( I ) 

的形式； 

ii ) 当 A = \ p e { p - l )( p ^ 2 ) W , 若对任何 i ， it 中适合 

u 三 l (modp) 

的元素所成集合认的指数密率也不小于〃，则 iV 也能表成 （1) 的形式. 

引理 9.1 方程式 

*^0 + . ” + Tm — 1 + =汉0 + ■ . . + Vm —1 Vm (2) 

在区间 

2 - ip ( i- a y ^ x ， Vi ^ 2 ^ ip ( i - a )^ o ^ i^m ( 3 ) 

内的整数解的组数为 

证由 （2 ) T (3) 二式可以得出：当 P 充分大时,％ = rn ( i 二0 ,…， m —1)* 事 
实上,假定 | U 是第一个使化/如的足标，则 

x^-yl =k / V - M * > fc (2 -叩 (卜咖)卜 1 

此不等式的右端当 P 相当大时大于 

4+1 + …+ yi 

因之， （2) 式变为不可能.这证明了而== (V . f ， m - 1). 又由定理4方程 

4 + yJ 

ocp ^-^ l ^). 引理于是得证， 

引理 9.2 命1，及 k …人 +1 是一组整数,卜 h 用11表形如 

w ^ P* + ■ ■ 4- P^ v Pi = h (mod^) (4) 

的不同整数的集合，此处 Pi ( 0 ^ i^m + 1) 经过算术级数弘+々中的素数，则 U 
的指数密率 


> 1 一 （1 一 2o^}( 1 — c^) m . 
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证命 P 


X 


an 


，易见 p fc < x « P k , 


2 + 2 

it 内不大于叉的数中，显棘包有 u 之适合 


2-ip(^y <pi ^ 


(5) 


者，命 r ⑻ 表示方程式 ⑷ 在区间 ⑸ 内素数解组的个数.则由 Gauchy 不 等式得 
到 2 

(E^)J ^u(x)J2Any 

\ U / n 

由引理 9.1 易见 

y^r s (n) 《 p 尨 -( 釦 - 2)(l”a) m 十 ' 

U 

又由引理 7.14, 可知 

r(w) 》 pfc-(fc-2)(l— 

U 

故得 

此即引理. 

在定理 13 中，取 il 为形如 


以 = />S + …+ Pm+l 

_不同整数的集合，而取 ^-1-(1- 2 a )( l - a ) m . 因5 > A - 1，故易见1 + W > 
ft (l - I )之成立 ■ 又当 k = i /( p - l)(p > 2) 晚必有 fc > 9,易证 m + 2 > 3 A ， 
故 ft 引理 8.8 同佘式 

琀十…+ ^ i+i 三, ( modp 7 ) t p 十 I 。… l m +i 

有解，于是由引理 9.2 可知从的指数密率也> a 因此得到 

定理14 命如=^ ㈨ = + 2 m + 7及5 > 则所有的充分大的同余于 

S ( modK ) 的整数 JV , 是 S 个素数的 fc 次方之和.换言之 


■^(^) ^ 2 A : -|- 2 ?n + T * 


当 k 充分大时, 


爪 ~ 2fclogA 
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及 

sq ^ 4 k log fe . 

此结果当 A > 5时较上章§5的结果为佳. 


§9,2 Davenport 的引理 

引理 9 -3 ( Davenport 广命11表一由不梱同的自然数所成的集合. f ( x ) 表一 

k 次整值多项式 ， 5为一适合 k - l < S ^ k 的实数 , 为一正整数，则方程 

/( XI ) + Ui — f ( x 2 ) + U 2 , P ( Xi ^ X 2 < 2 P , Ui , U 2 ^ P 6 (1) 

的解答的个数 

《 P lmhe U(P S )(l + J P 5_fe ' l_1_3l_T> + pi 1 - 2 - fc+l)-(r+l)2- r (y(p^))2 - 

此处 r 适合于1 S S fc - 2,而符号《所涉及的常数仅依于 fc 及匕 
证引进符号 

tiAf(x) = f(x + ii) - f(x) 

及 

. t r A r f(x) ― ■ ， . t r -iA r ^ l f(x)). 

1) 命 N r (r > 1) 代表下式的解数： 


ti “ ， t r A r f(x) + ui — w, 

P < a: < 2P, ui r u ^ P 6 , h … t r 《 P 5 一知 + r T h > 0- 
对己定的 tw ^ URu , (2) 式的解数用 r ( u , t ) 表它.今往证明 

N r 《 U(P 6 )P 5 ^ r + (l7(^)P^ +r iV r+1 )i 


由 Cauchy 不等式可知 


r(w ， t) < r 2 (M)) 

t u \ e u / \ t u / 


尸 ㈠ +r 妒) — ， 

、 t u / 


( 2 ) 

⑶ 


* Rao 对这个引理提供了有价值的 S 见. 
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而乃是下式的解数： 

t u 

tt - ^ t r A r f ( xi ) - jrUi-ti -- t r A r f ( x2 ) + U 2y ⑷ 


并且此式的双方都限定在 U 中.^… t r A r f ( x 2 ) +叫在 il 中的个数显然就是凡 . 
因此当 n A 时， （4) 式的解数是 JVr . 今假定> $2,并命$1 = 3： + 1+1及 
X2 X 则得 

h … i r + iA r+1 /(^) + ui — u 2 ^ (5) 


由于 


A r +1 f { x ) » x ^- 1 » P k - r ~\ 


可知 


h ^ ^ t r+1 C P s ~ k+r+ K 
故适合 a > a 的⑷式的解数《 JV r+1 . 因此得出 

N r 《 {P^ k+r U(P 6 )(Nr + Nr + l)} 



N r 《 P 6 ~ h + T U { P 6 ) + ( P 6 - k ^ r U ( P d ) N r + l ) i . 

2) 当 1 € r < A — 2 时， 

恥 《 -奸 2- 2 i-r + (^(p^))l-2^p(^+lKl-2- r )+l-(^l) 2 '>2- ⑹ 


当 r = 1 时 ， （6) 式由 （3) 式得出.现在假定⑹式对 r^i 是真实的.由⑶得出 
N r «[/(F^)P^ fe+2 - 2S ' r + 杧 1 - 

fc+2“2 2_ r + — 2 卜浐 j>(d_Ar+l)(l-2 L_r ) + l-rE 1 - r 

x ( U ( P s ) P s - k+r + (p^-^j7(F a )AT r+1 }i} 2 ^ r 
<^U(P $ )P 6 ~ k+2 ^ 2l r + (?7(P^)) 1_2 ~ r P (5 ^ fc+1J(1_2 ^ )_hl ^ (r+1J2 ~ r /V^^ 


3) 命 iV 表⑴式的解数，今往证明 

iV 《尸! 7( 尸 勹 + M . 

若 A _，则 （1) 的解数《 PU ( P S ). 当 a /〜则⑴的解数《 M- 
由 （6) 式及显然的不等式 


Nr^i « -^i)« ( U ( P 6 )) 2 P e 

Ui U 2 


而得出本引理. 
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§9,3定理13的证明 

命 u 为一自然数集合，其元素各不相同，并假定其指数密率 > 仏又命 


5 — k 


匪 min (V 乂 L± 土字 - - 1 ) 

i ^ r ^ k -2 \ 2 r -1 + V 


显然当$时，可有 J < fc . 
命 




T ( q ? h, q ) 


Q(«) = Y, e ' 

^ P 8 

T(a) - e 2nin ^ 

P ^ n ^2 P 

T ( a )= ^ 

p < p^P 


9 ⑷ 


E 


e ( n /3) 


P ^< n <(2 P ) 


n 


l—a 


logn 


在引理 9.3 中，取 /( z ) = 则得 


\T(a)Q(a)\ 2 da < P 1+e Q(0). 


o 


引理 9.4 


f o 


1^ +1 ⑷ Q ⑷ | 2 da 《:⑼ 


证如第 7 章 §3 分割— • < a 在 i 一 

1) 当 a 落入五 内时，由引理 3-6 及定理9已知 


T ( a ) 


故由 （1) 可得 


( 1 ) 


\T krhl (a)Q(a)\ 2 da ^ ： P 2k ^^ f \T(a)Q[a)\ 2 da 


B 


'0 


<P 2 ^^i> += P 1+e Q(0) < P h+2 Q 2 {0) 


(此处用到 l ^ vS > k ( l -^ j 的假 定). 
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2) 由引理 7.12 可得 


狂广 (糊 |2da 《作 ) ¥/， +1 ⑷… 


《0+2 Q 2 ⑼ 


由此得出本引理+ 
引理9,5 


0 


i I 2 M ( a ) Q 2 ( a ) e (- Na)da 


= ^P(N) J 2 Y 1 ^ + O[Q 2 (0)P m L^). 

u ^ P & U ^ P 5 

此处 r ? 系一大于 2 fc + 4 的常数. e ( N ) 为当 5=2 fc + 3 时的奇异级数，而 


^( N ) 


E 


1 


2fc+3 


fti + '--+rt 5fe+a = jv t^t i- a * 
P k ^ n i ^(2 P) k 11 打 i lOg Hi 


证如第七章 § 7 分割 C a s 1 — 1，但此处我们选择了 c 使定理 10 中的 

丄 _ 下 丁 

ao 大于”- 

1) 由定理10可得 

| X 2 ^' f 3 ( a ) Q 2 ( a)|da T ( a }| J | T fc + I ( a ) Q ( a)| 2 da 

< Q 2 (0) 户十 3 d 

2) 当 a e OT ( Aj ) 时， 


Q ⑷— 《)I 《 5」 e (O)) _ e B) 


< ^ Q^P^qNL-^)- 1 < P $ - k ^Q(0) 


立得 






故由引理 7.16 可知 


E f I 幻 2 " +3 («)1 

sot 


(5 2 ( ct ) - Q 2 (參) 


da 
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< Q 2 ⑼ 〆 +3+ J " 《 Q 2 { d ) P k ^ L ^, 

3) 如定理 11' 证明中之 3) 可知 


pi— * 、 

f P ㈣ d /3+ f j 3~ 2 ~ 3 a df 3 

o yp-fc 


( X 2 fc +3 ( a ) - X * 2 fc +3 ( or , h , q )) e (~ aN)da 


<Q 2 (0) V' q - ^-(2-f-2®)+ep^+3 e -cVX 

《 Q 3 ( o ) p fc +3 ir ' 


4) 如定理证明中之 4) 可知 


E « 2 

m 



i 


头 Jm 


T 谢 3 ( a ，〜 q ) e (^ Na ) df 3 


«9 2 (0) q ^ q^ {2+3aHs 


q^L 


a- 




/ H 2+3 a ) d /? 《 Q 2 {0) P k +3 L ~ T} . 


(证明中用到 3 aa > cro > V ), 

5) 因为 


2 fc +3 


臺 %^ k ^(a y h y q)e(-Nfi)df3 = 


而由引理 7+19 可得 


屮 (AO 


L E ©(jv …岣 —eO 

u<P^ 抓 


e 


N . 




)( 


饥 +3 


9 


V 咖 ) 


《 Q 2 (0) J^+ 3 X 

由以上的讨论，可得引理. 
由引理 7.19 易见 


pk+3^-2k-3 ^ 史 ( 况 ) 《 pfc+3£-2/c-3 


因此由引理9,5及引理8.12,定理13得到证明. 
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§94附 记 


命 f ( x ) 为一首项系数为正的 fc 次整值多项式. 

II理 9*6 命 U 表一指数密率> V的集合，而命©表形如 

v — /(p) + u 

的不同整数的集合，则® W 撗数密率不小于 a(l +如) . V的定义见§1定理13+ 

证命仰为方程式 X = f { x ) 的最大正根,而命 P= . 显然有《 
X 《PK 

当X充分大时®内不大于X的数中显然包有 


f(p) 十《， P ^ p < 2P, u^P 6 . 

命 r(i/) 表示方程 

v = f(p) 十 技， P ^ x ^ 2P, u ^ P s 

的解数.则由 Cauchy 不等式得到 




因1> 2 的不大于 

V 

f ( xi ) + Ui = /(x 2 ) +u 27 P < Xi,x 2 < 2 P , Ui , u 2 ^ P s 
的解数，故由引理 9.3 得到 


E r3 w 《 P l ^ s U(P 6 ), 

M 1 

又因 

^2 r (^) > p ^ uiP 3 ) 及 c/(〆） 》 p ^- £ , 

i/ 

故得 

V(X) » E 1 > P 1+ij5 " £ > x a(l^S)-^ 

1/ 

而得引理. 
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弓 I 理 9.7 命 /㈤ 表一首项系数为正的四次整值多项式.而命表形如 

以 = /(pi) + /(P 2 ) + /(pa) + /(p4) 

的不同整数的集合.则 ® 4 的指数密率> 

证 1) 命 U 为形如 

^ = f{pi) +/(P2) 

的不同整数的集合+在 U 中不大于 X 的数中显然包有 


u = f(pi) + p ^ Pi > p 2 < 2 P * 


此处 P 


4 




而和为 X = f(x) 的最大正根.又命 r ( u ) 表上式的解数.则因 




U 


并由定理4得到 


2P 


r 2 (u) < / 1 e(af(x)) da C P 2+c JY ^ +e , 

"T J 0 x =i 


4 


及 Cauchy 公式 

因而得到 



D r ( X)»^l 


1 94 

2) 在引理 9.6 中.取 = - 7 - ，则由形如 

l I 


/(Pl) + /(P2) + /(P3) 

的不同整数所成的集合的指数密率> 1 ^ ■学) = ■. 

再用引理9 及 但取 P 二：= 2 t d = 而得出 ©4 的指数密率 

1 ( 19 336、 331 

^4V + 28' 103^412^ 

为了清楚 起见， 我们把这证明列为 下表： 表中 n 为/⑻的个数，〜表示由形 


如 


/( Pi ) + f ( P 2 ) + …十 f ( pn ) 
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336 



331 


412 


引理 9.8 命 f { x ) 表一五次的整值多项式.而命! B 7 表形如 

/(pi) + /(?2) + - - h f (P7) 

的不同整数的集合.则的指数密率 


1 127,6889 
5 * 29,1373 


这引理的证明可用下表说明它: 



12T S 6889 


> 29,1873 


说明&可由& > ^芸连续运用公式 

5 17 

〜 +1> A ( 1 + ^；)， n>z 

而得出.在计算时运用此式可以更为 便捷： 

5 心 +1 十 7 、 10 5i/ n + 7 „、 o 

nS3 ， 

引理9+9 命 f { x ) 代表一个六次整值多项式，而命表形如 

fiPl) + f(p2) + …+ /(Pl2) 

的不同整数的集合.则 ® 12 的指数密率 > 0.934, 

此引理可由下表以说 明之： 
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n 

T 

5 


2 

一 

一 

1 

3 

3 

2 

10 

L 14 

6 ' Y 

4 

3 

195 

6 m 

1 65 

=, ■ B - 

6 16 

5 

3 

似 

727 

1 2872 

6 727 

12 

4 

一 

0.934 


说明数值 0.934 是由作> ^ ^经公式 

o 11( 


^ n +\ 




8Q^n \ 


即 如 n+i + 5 > 32 2)/ n + 5 
1 _ Vn+l ^ 25 1 — jy n 


n > 5 


连续运用而得出. 

引理9,10命 /( a :) 代表一个七次整值多项式.而命53 18 表形如 


/0i) + f(p2) + …+ /Ois) 
的不同整数的集合.则! B 1S 的指数密率 

> 0.9601. 


此引理可由下表以证明之. 





mbbhbw 






IBH 



面匿 — 

23 

7 23 


■■ 

^ 529 

596 




， 2, 7416 

7 + 3,1295 




T 297,3025 

341,3456 




! ， 3,2427,8^20 



二 1K5: 5 U:. ; 


# 





18 


0.9601 
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说明数值 0.9601 是由巧> ^93 703 \连续运用公式 


I ^ n+l ^ 7； 


192 i /„ 


.)， 即今 


+ 7 t / n+1 112 31 + 7^ ^ ^ 

^ ^-―- ， n >7 


31 十％ 厂 ■ 1 - v n ^i " 93 1 - i/ n 

而得出 

引理 9.11 命 /( a :) 代表一个八次整值多项式，而命 》 3S 表形如 


/(Pi) + f(P2) + …+ f(P2s) 
的不同整数的集合，则 》 2S 的指数密率 

^ 0,9838. 


此引理可由下表以说 明之: 


n 

r 

6 


2 



l 




4 

3 

2 

1 

1 37 

-W ■ 



13 

8 13 

4 

3 

8 ， 

765 

1 2726 

8 765 

5 

4 

. 4,2075 

1 19 7 7193 



4,7263 

S 4,7263 

6 

4 

Q 519,8930 

O ™ 

1 2755,9983 



586, 8753 

8 586,8753 

7 

5 

。 13, 0873, 1919 

1 76,2888,6936 



14,8301,0727 

8 14,8301,0727 

8 

5 

3 3307 t 1139, 2121 

1 2595, 8216, 6745 



3754,1554, 7232 

8 柳， 2694, 3404 

9 

5 

0 10,4647,0837,9092 

1 6^7842,8731,5072 


11*8974,6413,0^37 

8 11 ， 8974, S413,0937 

2S 

6 

一 

0.9838 


说晒 数值瞧 是由❹备 . 连续运用公式 


.- , . 448^ \ 

^ 1? 8l 1 + 63T^j 


gp 8 r n+i+6 S^g^^ 3 n ) 




— v n 


而得到， 


利用这些引理可以改进当较小时 H ( k ) 的上限, 例如： 丑 ⑷ S 15,丑 (5) < 25 
等等.但我们必须注意，引理 9.4 中 T ( a ) 的次数不能再取为 2(*+ 1). 为了达到上 
述目的，在方法上我们还必须作适当的修改和改进， 
















第 10 章素数未知数的不定方程组* 

§ 10.1 



， 19 49 113 243 417 675 1083 1773 2A： 2 (3 logj^ + bglogfe + 4) - 21 

为了免除琐碎的枝节运算，我们的证明中将假定> 3•关于 k ^ 2 的情况，读 
者可以依据这一证明，做适当的而不困难的修整 7 得出证明. ’ 

§10.2 证明定理16所需要的几条引理 

引理 10.1" 命1…，71表 A 个实数+且命 

1 = f + ■.. + 7i^)dx, 


J 《 Z ， Z = ( max ( l ? I71I ，.. 、 hk \))~ a ^ 

证显然 1 /K 1. 故可假定 ^1 ? {1 Cft CJfc }. 我们有 


/■ / 


e (^) doCi -- dx h , 


* 关于第十章及第十一章中所讨论的问题可比较【 K. MapA* an5imBiiJiH H 06 ojihoh sajra^e 
aAAHTMDHOH TeopHH ^ nceji ?? „ Msb ， AH CCCP , CepMH MaTeMaxH^ecKafij T . 4(1940), 

CTp. 193-194, (俄文本译者注). ’ 

** M. M, BHHOrpajlOB, MameMaM uHS CKu^ cSopHuK, 3(1938), 435-471; 这一证明见华罗 
庚，等幂和问 ® 解数的研究 T 数学学报， 2(1952), 
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此处 


^ = (^1 + ■ ■ - + ^khk + h - + (A + " * + 5C ft ) 7 i + 


显然有 


今讨论变换 


I k — fe ! j … j e (^ j))dxi ■ ^ - dx k . 


㈣ 十 … 十心 |7fc 卜奴， 


(^l H - + ^Jt)|7l| = 3/1* 


j 


以? n 代表当 工1，… iXk 属于域0 € 工1 矣工2 € " _ S 矣1 时 奶 j 
域 ，此变换的函数 行列式 


， Vk 所绘出的 


咖 1 ，… , x h ) 

d{yu … ,yk) 


g(yu … ， yk) 


经常是正号，引用引理 7.5 可得 


= J ^ J e [士 Vk 士， 士 J / i ) S[yu ■ - ■ 7 yk)dyr ” dy k 


< 


《 max 


d 没 1 . " d^-id^+i d 狄 


e {± y h ) g ( y ir ■ * ， y k ) dy h 


dyi " ■ dyn - idyn ^ - * dj/ fc max 

V 


g{yu - * ^ yVk)^Vk 


《 max 

V 


f … f 

Jo Jq 




… dxft . 


( 1 ) 


今有 


l 'I 


此 … dxfc < J … J d^i … dxk ( j … j dx! … dxk 

V(v + 1) - V ( v ), (2) 




此处 V ( v ) 是由 


Vh — |7/ i|(^i + … + 4) < a x v > 0, 


所定义的域的体积.因 


V ( v ) 






fc/h 
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(此处77是一个依于 hRk 的常数 h 所以 


V(v + 1) 一 V ( v )<^ 


知 A / y ^k/h 


Jh \ 


' v+l 


《 \ihr h/h / t^^dt 

Jv 

« 111 —砂 0 + 1) 啡 _1 

(其中用 w s k \ 7 h \). 综合 （1)， ⑶及⑻，可得 

户 < hnifc + ”叫， 1 
< hh\~ k/h ~ l ^ k/h ^ 17 a ! -1 - 

这证明了本引理. 

引理 10.2 仍如引理 10.1 的假定，命 4 = max ( l , bl )， 则 


« n ^ r 3 


又当0 < < 1时， 


•$ 


h 


F o 


e(^kX h + * ■ ■ + jixjdx < JJ 


又当时, 


/ OO 

■DO 


- d 7 i 


收敛. 


证由于 


f V PH" 

n 〜 =n s 哪 X(1 T |7i“ … ， |7fc |) 气 


故由引理 1( U 立刻得出第一个不等式. 

再， 

f e(， k + ■…+ ^ nx)dx ^ 5 f e ( jkS ki M k + …+ ^ y)dy 
Jo Jo 


《在 f n max ( i ’ w ) 
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《5 


k 


—a 


2 


nmax(m 甽 ) 








k 


n 〜 



— a 


2 


这就证明了第二个不等式. 


又积分 


poo 

J —QQ 


卜 oo 


|J 7 d7jfc*-d7i < 


— OO 




设 d7v 


当 p > ft 2 时显然收敛， 

引理 10.3 命也…， Qk 是正整数， i ? = < h …处， 又命 Q 代表 叭，… ， ijfc 的 
最小公倍数， 


B 


\Qk 



( h V } q v ) —■ 1, 



且级数 



《: Q~ a+g 


oo oo qi gjt 


gi=l qk/=i Ai=l = l 

(hl t g\) = l(hk r9Jfc)=l 



当 S > fc(A + 1) 时收敛. 

证先证明 

(^--> g ? o ) = L 
\^k qi / 

若不然，必有一素数 P 使 


o … ’吾⑽)‘ 

假定/能整除 Q 而 P b +1 不能整除 仏由 Q 的定义,必有一 A 命之为仉能为 p b 
所整除，但不能为沪+ 1 所整除，即不是 p 的倍数.这和以上的假定相连+ 

由定理1可知 


B 


(普，...，告) 



e ( g ( x )/ Q ) « Cn ' 
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此处 




由此推得，引理中所讨论的无穷级数 


< E … I ] S … E 

9 i = l 9^=1 ^ i—l ht(~l 

对一固定的&我们来讨论和 


<ih OO <X> 

£； Q~ a9+& s E …… 处 Q ： 


<71 ==1 ? fc=l 


<^(Q )= E … E Qi'-qk, 

此和经过所有可能的最小公倍数为 Q 的整数组奶,，.，，.由引理 2.1 可知 


o{Q) S E g 《 Q k (d{Q)) k « 

W / 


所以该级数 


《 Y1 Q k ~ a9+€ 

Q =1 


显然当 fc — 叩 < 时，此级数收敛，即 s > fc(fc +1) 时 7 原级数收敛. 

附记： 引理10+2及10+3的收敛指数都还可改善，请参考数学学报第二卷华罗 
庚 著文. 

引理 10.4 命 

f(x) = —x k + …+ —x, (h Vl q v ) ™ l,q v > 1 
Qk Qi 

又命 Qi 是办，…， g 2 的最小公倍数， Q 是 Qi 及仍的最小公倍数 . 假定 A < Q ， 
则 P 

^ e (/( x )) < Q . 

T=l 

证当 Q > P 时，这引理显然正确，假定尸，命 r = + \ 此处 


I ^ z KQi , ^ (P - z )/ Qi . 

因为仍 不能整除 Q lT 所以 


P 

Qi 


^e(/(ar)) 

=^e(/(^)) 


ar=l 

Z— 1 

y=0 
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^ Qi max 


^ TtlhjQ^/qi 


(用了引理 1.8). 

引理10,5 


又命 


< Q 1 < n 


命疗是一小于的正数，及 

f(x) = akX k H - 1- aix. 


A 8 

= ~ + 队 I S 1, (h v ,q v ) - 1 3 

^iv ^[ v^~v 


其中 


假定 


， r v = 2^ v ^ k . 


P ^-^< qi ^ r Xl q v < pk ' 2 ^ v ^ k , 




证命 




■A/ I « 

<h J 


由于 Qi < 您 
10-4, 可知 


< 尸 (fc-lK 卜 2o0 = pi-ia-2cr{k-l) < pl-la+cr < 根据引理 


S n <ti Q ^ q 2 ^^qk 

^ ph . p (| a -^)( fc - l ) ^ pl -| a -2< r { fc - l ) 

又如命 O v / q v r v = 0 V , (1 s fc ) 7 贝[| 

F P 

^2 e (/(^)) = _ S n ^i)e(p k n k + … + /3in) 


》 : iS n (e (办 + … + ( i \ n ) — e (/3 ^(n 4- l) fc 十… + j 3 i(n 十 1))) 

ri— 1 

f S P e ((3 k {P + 1” + "■ + /3i(P + 1)), 
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因为 


所以 


kOfc(n + 1 产 + …+ / 3 i(n + l))- + ... + An)l 

《+ …十防 I 
pk_l 尸 fc—2 p 1 

< - + - H … H —— + - 

Tfe Tk -1 r 2 qiTi 

l +| a，<7 + J>_2 — — 17 《 1+Ja — cr 




《 pl ‘< r ( 2H ) 《 pl-<T 


§10.3 关于 Tarry 问题的结果 


定理 15 命 


5(afe 7 … ， 叫 ）= ^2 e{akX k + … + a%x). 


x^P 


命表一与 fc 有关的芷整数，它的定义如 下表: 


3 8 23 55 




207 336 540 885 [l: 2 (31og A; H-loglog A: + 4)] - 11 


则当 * > 时,有下面的结果 


T[P)= f 1 … f 1 职叫 … ， ax^dak … dc^ 
Jq Jq 

= c \ c 2 + (^ Z 52 *— 去失(知十 L ) _c ⑻）， 


此处 


e(/?fc$ A: + ■ ， * + j3ix)dx d/Sk ' *' d/3i 


-oo JO 


QO Ql H 

… H t … £ 0 

=i qk=i hi=i k^=i 

< fc l 5 gi ) = l (^^! t ) = l 


(hk hi \ 2t 

V ^ } J Qi )\ 


\<ik qi / qi-^Qk ^ \Qk qi / 
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证 1) 由于別^的周 期性， 我们有 


I 


1一 士 


T(P) 


doi 


|5(叫… ， ai )| 2 t do ^ 


今取 


T 1 


pK t v ^ P v -^, 2 ^ v ^ k ,. 


而 


fH 

<h 


=a 3 . 

由引理 7.1 可知，对 ft 维空间之每一点（叫，…，叫),我们有一有理点 ( 
使 

0 c v — H - ( h v ，如 ） =1， |/3 u | ( ，0 < 如 < 7^ * 

Qv Qv^~v 


我们现在注意所有适合条件 

1 < % $ 冲 - 如 (2 ^ ^ ^ k) } l^qi^ 

的有理点.对应于这样 的一点 (吐 ，…»，我们做一 fc 维空间的间隔：这间隔 

\Qk Ql / 

是由适合 

IAIS 丄， 

qv^v 

的诸（叫，…冲）所成的*这一间隔用沥(普，…，^)来表它. 

易于证明并无两个 OT 有公共点.如若不然，假定 


m 


hk 

Qk 


I 1 


吉）及、 


U ) 




有公共点.因为闻隔不同，所以必有— U 使 P ☆且 


QvQ f v 


< 


hv < f v - KQv \ 




Qv 


K 

< l f v 




1 


q v r v q f v r v 


2 




也就是 


r v ^ 2max(g,；,^) ^ 


2P 


id _ 2(7 


当 r > 1， 


2 pi -^ a ^ 当 v = : L 


这是不可能的. 
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用£表示由 


—^ ol v S 1 — — t 1 € V S fe’ 

T-y 


中除去诸 9JI 之后所余下的部分< 命 


『⑴ 


J r - J \ S ( a kj - ^ , cti)| 2t dQi -^ la k 

r ( 2 广？ K (盖 ，…’ 吾) ， 


，会) 




dai . ♦ ^ dafc , 


t { p ] = t w + r (2 ” 


2) 命 if = gi … qrfc 及 


m + v , V = - n (H <^€( P - v )/ H . 


则在 an 


(hi h k \ 
\ gi ? ' Qk ) 


5 (av , ai ) 






hi 

^- * * * -^ - Tf 


)， 


此处 


w v ^ Y 1 +# + •*. + ^( ne + Tj )). 

-音 


< p ( 0 ^ Mm 十”广 + … + & i{m + v ), 


则当 p 充分大时， 


Uffpk-l JJ 

qkTk ?iTi 

k 

《 E ㈣ a — 2 cr ) (卜 2 ) 

v=2 


十 tx _&___ _ p{^a-2er)(k—\) 

I>u— ^a+cr 


《 jf—a—2a(k—2) p—|a-2cr(/c— ” = 。 (1)„ 

即当 i> 充分大时， |^(OI < ^ 故由引理 7.5.2 可知 

W v — I e {^( z )) d ^ + 0 { 1 )* 

J ^ n/H 
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X = P ' + < V 矣夂)，可得 


W TJ = ^ R ^ O ( l) t 


此处 


因此 


3) 因 


R = I e{^x k + - - + 7i^)dx. 
o 


S = Bi— r ^,—\pR + 0 { H ) 

Qk <h J 


Q > mox ( qi ^- y q h ) ^ (qi … qk) a = H a t 


故由引理 1 CU 及 1 CL 3 可知 


PQ - a + e Z 《 PH ~ a 2 +€ Z , 

qi J 


又当 a 在 an 上， 


H = qi … q k ( pi-^+^+C^-i)(^-2cr) 

< jpl—a—( 2 A; — 3 )tr < 戶 1 —a 


及 


^ = min(l ， |7i| _a ， … ， \7k\~ a ) 

= min ( l ，( mirv " ，(辧 IAI 广) 

> min ( l , ( P / rt )~ a - } ( P k / r k )~ a ) 

> mm ( l ，* a ) = P ~^ a , 


所以 


H = H~ a2jhe ^ H J+a2 ~ £ 

^jr — a 2 -{-£ j^(l-\-ti 2 —e)(l —<i) 

( H~ a ^ e P ^ P~^ a « PH _ a 2 + e Z - 

由⑵，⑻及⑷ 可知： 在 ® T 上 

S 《 PH ^ +£ Z , 


⑵ 


(3) 


⑷ 


⑸ 
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4) 由（2)， （3) 及 （5) 式并简单的不等式 




可知 


P 2 t \ R\ 2t H ( PH ~- a 2 jh £ Z) 2t 


在 9JI 


■■■ ■ " * V 4 

9〆 


1 J 


■ 's — — r ii 

， D 上求积分，可得 

hJ \<ik qij 


p2t 


^ T k 




■ ■ 

A 




lfi| 2t dA … d 私 


+ 0(HP 2t ^ 1 ^ iJ-( 2t ， 1 ) a2+e 




由引理 U). 2 可知（因为 2 t - l > k 2 ) 


Z 2i ~ l d^ k -dpi < p-^^+D 

《 p-^( fc+1 J 


Z 2 t ^ 1 d 7 Jt * - * d 7 i 


由此推出 


( h k 

U 7 ， 




- JL _. - 

T k 


\ R \ 2t d0 ^^ d^ k 




I ^Jfe(ArH-l)^ 1 j^jrl(2t—1)+^ 


(..•々) 


pf2t ^ |( fc + l ) 


— 丄 — 

■m 






:丑 |“ d 7l .. d % 




⑹ 


5) 易见 

厂:、 


《 maxMj 


^ rZ y P 


-q^r~ X P 


|Jt ^ d 7 i '- dj k 


闻 2 ^7广.如 


\ R\ 2t ~ l dji … dm 


此处 Mj 是当 lr 7 | > gr 1 ?'/ 1 ” 时网 的极大值.因 


pj P 3 r 

^ 当 2 幻、 fc 
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及 


F 




P 


riqi pi~h a ^" a pi 


p^ a ~ a ^ P ff , 


故由引理 10.2 


Mi max 
3 


—a 


2 


3 


《P 


3 

—a a 


即得 



1 T~ 1 P lt 




^1 


P 


\ R \ 2 t d 7l … d 7 jt = Cl + 0 { P ^ a ) 


⑺ 


结合 （6)，（7) 二式可知 


K 


hk 

Qk 


hi 

9 i 


B 


j>2t— I fc{ifc+l) 


\ Qk } ' qi / 

+ 0( P^ — 5 M&+1)-1 (2t-1) 十 e) 

_|_ q ^ J> 2 * - \ k(k+l) —a 2 (T j^—2ta z +s j 


⑻ 


命 


A 


E 

q k ^ pi a -^ 


E 


E E 





〜十卜(二 L 


Ajt=l 
\^>k — 1) 


B 


ht 

Qk 


f 1 


hi 

Qi 


2t 


由 （8) 可知 


7} 2 、 = Cl 一吾(免 + 3 ) + 0( P 2 卜童友(為十 1 )— 1 〉: i / 1 _a ⑼-”+” 
+ 0(P 2t ^~ # (知 +i) -a 只 _ 2( a。J 


由于当 t > fc 2 时 

EE 〃 

Q h 


2 ia 2 +e 


^ E ^ 

71 > - H i 9 k 



k 


l . ——十 f f ^ ^1 — 2 ^ d ^ H -£ 


的收敛性及当 2* < 3 fc 2 + 1 时 


El ： jj ~ 1 — ct ^ ~ 1) 4~ £ 〆 I _ ^ 

q h V Q 


k 


( 2 t — 1)+£ 


的收 敛性， 可知 


T {2 ) = Cl AP 2t ~^ k+1) + 0(p2*-^(fe+l)-C4). 


⑼ 
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假定 t > fc 2 只当 k 会4 时成立， 2 t >3 fe 2 + l 只当 k ^5 时成立.所以当 ft -3 
及4时,我们须用以下的补充才能获得 （9) 式. 

当 ft = 3时， 

Q h 

^ E E E {QiQ 2 Q^) l ~^ +€ < 尸 ( 1 + 朴卜加十 |- 2作， 

qt ^ pi ^ i +Cf 52 ^ pi" atJ 
^ :〉: — ■ ct 2 {2 t 一 TL}+e 

<1 h 

< E E E ( ㈣ 池) 2 -， 1 师 

q ^ ph ^ 217 q 这 （Pi - 加 

《 2 ( r )]. CJ / 9 + e 《 j >|| 十 e 

及当 = 4 时， 

^ g 2 -( 4 S^I}/l^+e I ^ ^-( 48 -l)/ 16 + e | 

《 pife ( S 4+ ef )+^ ^ p ^ +e 4 

6) 今往求出 C 2 与^ 4 的差数 * 因为处 , …他的最小公倍数 Q > max & i , ….廣)， 


所以 


1 句—川 [… B d ，… 

qi = l 9k=l hi h k 、狀 


2t-l 


此处 


由引理 10.3 知道 


F- max B (、… 5 
Q > pH +a V ^ 9 i 


JP ^ Q~ a ~^~ e <g; 1^2 a+<7)+£ 


及由同引理 [[ IB 严 - 1 是收敛的（因为況 >左^ + 1) + 1)，所以 


q h 


c 2 = 4 + 0(P~ C5 }, 


m (9) 合并起来可知 


T m = CiC2-P 2t_ ^ Cfe+1) + 0(P 2i K fc+1 ) — Ce ). 


(10) 
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7) 现在我们来讨论 r ⑴.若（％，…，叫）属于尽则必适合以下 ▲ 个条件 
之一： 

P^°- 2cf < q v ^ 2^ v ^ k , 

Pi - h ^ < q ± ^ Pi . 

如果第一类不等式之一成立，即有一 r 使 < q v ^ 则由定理 

9及引理 5.12 可知 5 当 ft >11时， 


5( 邮， … ，《 i ) 《:尸 


-A 


A 


50ft a log k 


( 11 ) 


当 fc S 11 时，由定理 9 及引理 5.11 也知此式真实， 

如果不适合第一类的不等式,则所讨论的情况适合了引理 10.5 的假定，得出 

S 《 P 1 一。 《 P 1 —' X: 


50A: 3 log k 


换言之，在£上常有 （11) 式 
8} 现在我们将证明 

了⑴《 P 2t -l k ^ k+l ^ C 7 m 

8.1) 假定 * < 11，则由定理7及 （11) 式 


T (1) < P 2 ( J ~ X ) 


S 2i ~ 2 dai - * *dajt 


o 


o 


《 p r 2t— |fe(jfe+l) —Cr 


8,2) 今假定 fc > 11，由定理 5 取 t h + 炉，则 


T (1) -C P 3 ^ (1 - A} 


S ^ da^^dak 


F o 


( 1 — j — 士 fc(lc+l) 十吾 1 )( 1 — Or) +-C 


此处 


^5 


25 fclogi 2 


k(k + 1)(1 — a ) ; — 6, 


取 


Iog(13A: 2 (fc 十 1) log fc) 


log( 1 - a) 


这保证了 c s > 0. 同时，当 S ： 会 11 时， 


< 


3 log A 十 log log fc + log(l + q) + log 13 

- log(l - a) 


( 12 ) 



* 147 - 


第 10 章素数未知数的不定方程组 


< A(31ogfc 4- log log k + log( 1 + a) + log 13) 




所以 


t = t! + k 2 + ^(Jb 2 + k-h2) + k 2 

^ (3 log k + log log k H- log(l + a) + log 13) 

+ 差 (& 2 + &) + 盡 



< k 2 


( 12 
I 3log* 4 - loglog+ log [丄十 log 13 + 






< A： 2 (3 log fc 十 log log A: + 4) — 1L 


由 （ 1) ，（ 10) 及 （ 12) 证出定理 15, 

注意： 我们并未算出定理 15 中 fc = 2 的部分 . 读者不难自己补出其证明+更 
进一步，在 A = 2 时，常数 q 及 c 2 都可能算出来 . 


§10,4定理16的叙述 


定理 I 6 命 ft 表一 > 2 的整数， s 是一 > 如 的整数，此处郎的定义如次 


k 

a 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

会 11 

so 

D 

19 

49 

113 

, 243 

417 

675 

1083 

1 1773 

2k 2 (3 log k + log log + 4) — 21 


命 !(N k ， … ，恥）代表下列方程组 


Pi +仍 + … + Ps = 

P ? H — ~^ p 2 9 = 

*■ m m m u B 

Pi + p2 + - ■ + Ps - N k J 


⑴ 


的素数解 & + ■ ■ ， p s 的组数 . 命邱 = R 则⑴式的解组数可以表成 


_， … ，⑹ ， P ^( ㈣ 6 ⑽， … + o(^i^lo S L 


L A 
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此处 


h = 


^00 


(J e {^ x k +■ ^ -+ 7 i^)dx 


a 




爭 7 i ) 如… d % ， 


e(N k 


物 fc ， …，办) = XI TV 

私1，… Afc 


OO 

j ^ i } = 5 Z 乂 (处，…，沿)， 

gi ，， ■ ，办 =1 

fefc 

Qk 


14 


此处 hi ^- , h k 分别经过一个既约剩余系， mod 奶，…， mod 收，且 


T 




此处 Q 是奶 ，…冰的最小公倍数，而 T 则经过一既约剩余系兑 


§10.5 定理的证明 


1) 命 


S(a kr ■ ■ ， ai) 二 [e(/(p}), f(x) = a h x k + … + ol x x, 

p^f 


则 


i i /*i 

I ( N k ^- , Ni ) - I dajt … / S s (a k , * - ^ , ai ) e (- N k a k 

0 Jo 


Niai)dak 


—r 


k 


dtti … / S $ [ol}^ a{)e{-NkOLk - ATiOfi)do；fc， 

，T fe 1 


此处 T V = 〜及 


a v ^ 2 6fe+1 (办 + … + a v+ i + &i + 1 ), <r k > 2k 2 , 

而 h 则是一任意的正整数. 

对于（一 7^,1 - t 〆 ） 中的任意一个可有二整数 h v 及 g v 使 


hv 


— = /?uj I ^ 

Qv 丁 v 


(^if » Qv') = 1 ， ^ ^ Qv ^ 


因之，所的点 ( a Al -- ? ai ) 必定落在一个形如 


a v 






1 


Qv 丁 V 


， 1 ^ 
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的域内. 

我们把所有这样的域分为下列几类： 

广其中的办适合于 S n 者，用 nut 表示它们中间的一个； 

2°. qt 适合于0 < gjt < 及 q k -i 适合于 ^ qk_i (丁 k - i 者，用 
表示它们中间的一个； 


V' 如果 0 < 私 < Z/ 7 *，. • * ，0 < qk-v+2 < iQ - 科％ 但 ^ g k - v +i < 

T k — v+lt 则用 m fc _ u+1 表示它们中间的 一个； 


k Q t 如果0 < 处< ，…， 0 < 必 < 但 S n ， 则用 mi 表示它们 

中的 一个； 

(fc +1)。.适合于 o < g v < l ^ v^k 的域用 d ■. ， ’ 吾)来表 

它. k 1 

易于证明：当 p 充分大时,并无两个 Off 有公共点+用识代表所有的 £m 之外 
的点的集合，则得 


… M 


(U + i) 


S ^ e^Nk 


— aiiVi)do^ … do^i. 


2 ) 引理10』命 


爆…秦/雙咖， 岭卜… —把 


则在 an 


S ( ct * ,…， ai ) 


一-, ， 


，妇命 D ) 聲. 


ci Vl 


此处 

\qk qij ^ W qi ) 

jQ)—l 

而 Q 则是供 ，… ，？i 的最小公倍数 ■ 

证显然有命 
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则由引理7.14, 


这是因为 




Q 

E ^ 

33 = 1 

(龙 t Q)=l 


砮:吋…+卜 ） E 1+0 (的 


p^m 

p=x(Q) 


T 


hk 


hx\ lim 


) 


<hJ ^( Q ) 


0 {Pe 


— Cl 2 " s/Tj 




我们有 


S(akr- ， oa) 


E (5 m — 5 m ^i)e{S?(m)) 

2«P 

J 2 S ^« ^)) - e ( nm + 1))) + S P e ( ^(P + 1)) 

2^m^P 
^•fc 


T 


( 


<lk 


fH 

qi 


v ( Q ) 


^ lim(e( ^(m)} — e ( 屯 (m + 1))) 
2^ m<P 


+ Ui^(5?(J > + l))l + 0(Pe- caVX ) 7 


p e -c 2 yT I |e( #(m)) - e(5P(m + 1))1 + 1 

\2< m^P 

^ p ^ — C 2 1 /L ^ 


lim(e( !?)(m) — e( !?(m + 1))) + HPe( !?{P + 1)) 

: E 棒 )) 厂盖 

3<m<P L- 1 1 g 




广 f ! 

J m —1 】_ 


■+^k 


=，，…， A ) + 0( i — 

由此即得出本引理. 

引理 10,7 命％，… ，71 代表实数， ^( y ) = lkV k +…十71没，又命 W 
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Y [ s ~ a \ s v = maj £( l T |7 v |)， 则 


U i^ dy = 11' e(m)dy +° (警叶 


因而（引理 10.2) 


t ^« T - 


证由第二中值定理及引理 10.2 可得 

士 / e (^)) dy - f e ’( # ( y 上) 办 

^ Jo J2/P logyP 

4 广、 _㈣- 广 ㈣ 

h Jo J 2 /p logy + L 


= ^l — y - j VP 

< l~ b n _“， L ~ gv hv\r a2 ^ l ^~w 

^ l~^-a) w + ^ l Lw 

《 WL^ 2 log L. 


iL 


iogy 

8 logj/ H- L 


e ( 少 ⑼) dy 


3) 引理 10,8+ 在 m 上 


S(a k ,-*OLi) <?： PL~ S1 . 


证假定 a 在 mn 上 + 命 


q f 心 办 n 、 

5 U ^ … 〜 - 11 …， ai > 


命 Qn 代表 g *， … } q n +i 的最小公倍数 + 则仏《 j /^+" 令 n + i . 由定理 io s 我们有 


Q n 

l^ol < ^ e (—p n + … + 


p<P 

pm ( m €) dQ n ) 


《 P -〜 +1 

( 由于 o>t > 2 ⑽ "^(叫 + * * ■ + 〜+1 + + 1)), 

命 


5 ㈣ ❻ + _•• + > + an _，】+ … + H ， 
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即得出 

S(a k r . ■ ，听） =^2 ( 夕 ㈣ — S(m - l))e( S?i(m)) 

= S (饥 )( e (*i( m )) - e(l?i(m+ 1))) +5(F)e(#i(F+ 1)), 

此处 

逆 i ( x ) = 0 k ^ k + … + 

故得出 

S ( a h r - ,的）《 PL _ Sl -〜—— YL i p ^ l ( L€rk + - + + L ffrt+1 ) + P _1 ) 

2^77 l^P 


4 ) 当 3 ,由定理 IS 及引理 1( X 8 得出 




(j\S{a ki ，” t cti)|^do fe - 

《 (PL~ Sl J 、 J 

\ S ( a k r - ^ i)| So_1 dafe … doi 

名 ps—|fc(fc+l}^-5l 


• dofi 


当 fc = 2, 则由定理 7( 定理即，得出 


II 

m 


^( 02 , ai)| 7 da2ciai <^： PL~ mS} I I |5(o ： 2 ， cti)| G dof2<iQ：i 

Jo Jq 

—4 灸 ( 釦 +1)1 - 


5) 引理 10,9,若# > fc 2 + l ， 则 



m -- ， A)|M 汍 … dA « p - 叫 ㈣) L-t 


证左边的积分是 





e{0 k x h + - h 0ix) ^ 

logj ： 


9 

姚 . ，部 1 ， 


命怎 = PyJ= 则此积分等于 




'VP 


^{ikV H - !■ 71 汉 ) 

logyF 


dy 


9 

dn _. d^i 
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《 [-9 


... d 7 i • 


过程中用了引理 10 J . 由引理10,2即得出本引理. 

引雇10,10 当 s + 1) 时，…，仏）绝对收敛. 
证明一如引理 10.3, 但引用第一章推论 1.3 以代替定理1, 

6) 今仍利用简单的不等式 


\e-v 3 \^^-vmr l -h\vr^ 


由引理 10.6 得出 




S s (ak, . ” t o；i)e(— —…一 Niaijda^ * * -dai 


-E 


f !}± 

\^k 




<p(Q) 


^ ! hhk 

% 


NjhA 

<n ) 


L ， 

J SH- 齡 [-NWk - - 


《 p e - ci^L 


问奴 ,…… do；i 


-( 肩 - l ) it + 尽 


if(&, …， jsorM 汍 … d/^ 




《 j ^ s — CiV^L 


在获得此式的过程中我们根据了以下的一些 事实： 由定理15有 

广…疒 \S(a k} … ， ai) s ^ l da k … 如《 

Jo Jo 

(当 Jfc = 2时需略加修正，但这种修正并不困难).又由引理10汍 


/ OO 

■oo 


1 邮 fc … dA 《 ps-1-^Mfe+i) 


Y ^ Y , Q ~ (s ~ l)a+ " ^ (卜 ❿ +£ =- °( LC& ) 

q h q 

(因为 qir - 的最小公倍数…取 广). 
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7) 我们有 


5：- E … E E--E 


x 卜 f S* s e{ — N0 k —— 
an J 





，孰 


S 


认 Q ) 


e 


) 


<lh 


NM 


A^iA)dAt … d/?i 


《m nz … e 

?fc = l 订 1 = 1 hi 


T 


H) 


^ p ( Q ) 


s —, 


.Oo poo 


町 dH (1) 


此处 


M = max 


rp( h k 

T U ? … 

^( Q ) 


由第一章推理 1.3 易知 


M 《 max max Q _a+e 《 max max q ~ a+£ 

V q v >L^ V q v ^L^ 

< zrh 外《 l ~ 1 

及由引理10,10, （1) 式中的级数是收 敛的； 再由引理 10.9, (1) 式中的积分部分是 
^ 故知 （1) 式之右边 < ps-!k(k+i) L _s-i 

8 ) 当< Li av ,l 我们有 



此处 

M = max max |5*|» 

由引理 10.7 及 

\^\ = p v m >< h 1 ^> L ^, 


可知 


M 《 


P 

T 


.2 


V 


max min(l, \y v \~ a l « < PL 

h ,\> L^ ffv L 


2 
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10) 我们有 


k OO 


— oo 


S* s (f3k ， … ， 0i)e(—Nk0k —…— Ni0i) ⑽ k … 


— p ^-^ k ( k + i ) 




OO 


(y 1 e(7fc i fc + … + 7ii) 


$ 


iogxF 


dx 


Nj 

T 


7i 如 “ .d?i. 


由引理 10.7, 


J-OO 


s 


-oo 


1 e (7 办; + … +7#) \ f N k 

^ xjvp J e r^ 7fc 


iVi 

~¥ 


7i djk' - + d7i 


L s 

+ o 


[(f +，， '+71 x )(!^ e 

—oo \ J 0 J 




Ni 

~F 


7i 1 d7fc+. -d7i 


togX 

L 3 ^ 1 


)L 


oo 浐 oo 


OO ■•/ —DO 


w /、 … d 7l = 砮 +0( 


所以最后获得 


S^i^k ， * ■ ■ j cti)e(—OKfc/Vfc — …一 cti A 厂 i ■ " d«i 


p^-Jk(A+l) { ps-ik{k+l) 

h&(N k ，… NO —■ - — +0[ ―—— log L | ， 




L 杆 1 


此处 


bi 




■OO 


(I ： 


s 


N k 


e{lh^ k + … + ^fix)dx J e ( - 


孕 7i ) d7Jt ^ 1 d7i 


因此得出本引理. 

如果 h > b > Q 及 e 、 N k ' … ， A ^) > c >0( 此处&及 c 与 W 无关\则可以得 
出：当仏充 分大时，不定方程 


3 


1 ^ ft ^ fc , 




有素数解 〜…山 -保证 h 》6 > 0的条件将称为“正可解条件' 而保证 Cl > 
oo 的条件则称为“同余可解条件”. 
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§10.6 附 录 


在本章的开始就已 说明： 为了避免烦琐起见把 fc 二2的情况除外.由以上的方 
法略加修改，我们不难获得本章定理对 ft = 2时的真实性 + 不但如此，在本节中我 
们还进一步具体地算出正可解条件的积分，和同佘可解条件的奇异级数.为了不太 
冗长,我们将略去许多复杂的计算. 

I )正可解条件的研究. 

在计算中我们要用到下面几个结果： 

1°. 命 6>0, o ;>0. 有不等式 


(5 — x\ — “ .一 x n ) 2 + 十 …+ ^- 

?! 4- a 

等号仅当心=…时成立. 

2 ' 命 a < 0及 fc ：> 0 .\^ f(x) 是一 (a,b) 中的连续函数，则 



sin 2jixoj 


KX 


f(x)dx = /(◦). 


⑴ 


( 2 ) 


3' 命 Q (〜…，'卜 I qi^aj 代表一定正二次型，它的行列式用 jQ | 代 

i ， J = l 

表它.又 L ( xi ,- ^ , x n ) 是一弃次线性式，同时 i 也表示其系数所成的矢量+又命 
>1 ；> 0.命 iJ 表一超橢圆体的 内部： 


A + 2 L ( x lr - r x n ) - Q ( x u ■ - } x „) > 0. 

方阵 

( AL ) 

\ _Q } 

的行列式的绝对值以表它 .// 表由 i 的系数自上而下排成的列.则 




4。，命是二次型 （XL +…+ x n f + 2# +…+ 24的行列式 ，则 = 


(n + 2)2 n -^ 又命[/是二次型 


uxl + 2^0 (^1 H -4- x n ) + (xi + …+ x n ) 2 4- 2 xl H - h 2 x^ 
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的行列式，则 

U = 2 7l ~ 1 ((n + 2 ){u + v 2 )-2 {n + l ) v 2 ). 
现在研究与正可解有关的定积分 


B 


J ⑷ 


(/I e 2?Ti(a3x3+a ^ ) dxj 


把它当做 


J W ( S ) 



r (f 1 

—w V J'O 


s 


\ e - 加 ( 奶 +W) da2dai 


的极限.命 


则 


X = xf + …+ 4 - 1， Y = Xi + — * -h a? s — 5, 


九 (5) 


o 


1 … f 


sin 2 nXu ) sin 2 kYlj 


2 


nX nY 
1 sin 2 nXijo sin 2 kYuj 


dxi … da; 


A 


r 0 


丈 i ^^2 


0 


nX 


nY 


d -3? J * * _ * 


现有 


L jj 


sin 2 kXlj sin 2 kY w ^ JT ，/ f 1 dx3 … da ： 

*aA dr 


B 


nX 


mY 


r o 


r O -^2 


由2。可得 


J ( S )= lim J ^ S ) 

U ― 1-00 


d^3 … dx 


s 


XI - X2 




2 , 


iE 


/ 


lH - -\-x a =S 

afi>a: 2 


dxg … da ; 


A 


® J v/2(l - x\ 


x ^) - (S - x 3 


— - >R 


^) 2 


这积分所经过的范围 s ? 受下列一些条件的限制： 

2(1 — g - x 2 s ) > (S — x 3 


x & ) 


2 


(S-x 3 - 


» 


X 9 ) 2 ^1-xl 

30^) ^ 0 1 


X 


⑷ 

(5) 

( 6 ) 


由 1° 可知 (5 xs -- x s ) 2 + 2 (xl + ■" + €)> 2 S 2 / s . 根据此式可知：若 

s < d ' 则⑷式决不可能；即当$ < 5 2 时，^/⑷= 0■又由⑹式，我们可以看出 t 
在积分范围内怎3 + ". + 3 ； s s rf . 若< 1，则由 

I — x\ — * ^ — xl^l — (X 3 十 …+ 尤 s) 2 ^(1 — X 3 — ^ — x s ) 2 ^(S — Xs — ~ ^j) 2 j 
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(5) 式成为不可能.因为当5 S 1时， J ( S ) = 0. 

今假定 S > rf 2 * (4) 表不在趙椭圆体 2(1 — X3 — ^ ^ x 2 s ) (5 — X3 — ■ - — x s ) 2 

之内，而 （5) 表示在起柿圆体1 — xi — … g = (5 - ❾- x s ) 2 之外.又易见 

凡第一个超椭圆体上之点一定在第二个超椭圆体之外,而第二个超椭圆体上之点一 
定在第一个趨椭圆体之内_换言之，第一个超椭圆体一定包有第二个超椭圆体.这 
两个超椭圆体的共同部分$3 +…+ A = + ■ ， . + a ?， = 1是一 低 J's — 2 维的 

域，所以有一块有正 n 维容积的部分存在适合 （4), (5〕及⑹.即得. 

引理 10,11 命 s > 3,若 s > J 2 > 1,则 J ⑷ > 0. 

如果我们再假定 5 2 > s -\, 则我们还可以算出函数 J (8 y 因为不等式 （5) 可 
以取消:即当 S 2 > s - 1,则由1%可知 


: r | +…3十 (6 — 吻 


^} 2 > 


即⑻自然地适合了 ■ 

又⑹式也可以取消：由⑷已知〜在1，如果吻十…十 A < (^则 

( S - x 3 - x 9 ) 2 ^ S 2 >8-1^2, 

这是和⑷式相矛盾的.所以吻，…， A 中至少有一个是正的.假定其中还有一个 
是负的.我们可以假定 “ > 0/ 4 < 0,则 

(5 —（幻十 $4) 一抑 ^ - ^ s ) 2 + 2(^3 + . ” 十 4) 

> ( 古一 ( 出 3 + 怎 4) — $5 一 " * 一 X s )^ H~ 2(($3 + 怎 4)。+ g + ’ ’ - + 




(由 1°), 

J(S) = 


这和⑷式相违背.所以由⑷式可以自然地推出 （5) 及⑹.故得 
f f _ dx 3 … dx s 

J J 二二 - Xs ) 2 

- ar ,) 2 <2( l — - 


在屮取 n —s—2, A — 2-5 2 ^ L{xu - - ' =<5( 吻 +" *+A) 及 Q ( 吻 ， … ，工 •） = 

(吻十…+ Xsf 4 - 2 (xl +…+ 4)，则由4。可知 


( Q | =5*2 j - 3 , \ A \^2 s ^ 2 { s -5 2 ). 


所以由3°得出 
引理 10,12 


若 s > 3及沒 > < J 2 ：> a — 1，则 


J (5) = s 1 -^( s - S 2 )^ s ~ 3) 


. 士（ _ ，一 1) 


r (屮-1) 
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2) 同佘可解条件的研究. 

关于 S ( N 2 , 队) 的算出，更为烦杂.我们现在仅大概说明其计算方法，并叙述 
其重要结论如次： 

我们改写 

T( 含， g) = T(u,v,p l ), (u,v) = 1. 


S ( u , p l ) = e p i { ux 2 ) 

X — l 

代表普通的 Gauss 和.关于此和的数值我们熟知有以下的结果: 

1 ° 


S { u , p 1 } 


若 P > 2， 

⑺ 

S ( u , 2 l ) 

=(_ i ) 扑 3 -叫 i _ 


(8) 

S ( lJ ) 


若 p > 2, 

⑼ 

5(1,2'} 

1 (l + i )2 虼 

若卜 1， \ 

若 Z > L / 

(10) 


2°我们引进整数 7} 其定义是 

II (2u,v). 

于是我们有以下的 

引理 10.13 假定； > 2 7 + 1. 若同余式 

2ux + 1 ? = 0 (modp T+1 ) : p\x (11) 

无解，则 

T(u,v } p l ) = 0. ( 12 ) 

若不然，命; r 0 是 

2ux + v = 0 (modp f+7 ) (13) 

_解，则 

r(u,t7 ， p £ ) = e pi (— = e p i(-v 2 /(4u))S(u, p l ), (14) 

此处 v 2 /^ u 和 u 均是一对模的整数 + 
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2 命忠=1/ + ^一 7 ‘ 3 ^，贝 !） 

T(u, v y p l )= E e p K^ 2 + vy) E e p i((2uy + v)p l ^^~ l z) 

⑽ 1 - 飞 -i 

= p 7+i [ e p i(uy 2 +vy), 

V>P l _1 一 1 

2n.y + u=0(mod p7 十 1 ) 

此处 Z 代表一和, y 经过一剩余系， modp l ; J 2 * 代表一和， V 经过一既约剩余系 s 

y^P 1 y,p l 

mod pK 

显然当 （11) 无解时,此和为零，不然命吻是适合 （13) 的解.则 （11) 式所有 
的解可以表成 

x = x 0 -f py, l^y 

以此代入原和，即得 


T(u,v^p l ) = ^ e pi (u(xo -h py) 2 + v(xo H- py)) 
=e p i(uxl-h vxq) ^2 e pt-2(^V 2 ) 


pS[u,p l ~ 2 ) 


h ) s{u ^ 


i V 一巧严科 

当 U 2 7 + l 时可以 —— 算出； 特别是？>2，则 7 = (^而有 


T{u, v^p) — ^ e(ux 2 -h vx) — 1 


S(u,p)-l, 若 pfw 


(15) 


一1， 


若 plu ， 


当 p = 2时 J < 3,直接可以算出 


T ( ti ’ t >，2 卜（—1)—， 

T ( u , vA ) = i u + v { l -^{- l ) v } 7 

r ( M ， s ) = ( 安 ) + V + n(i + (- ir ) 


至此，我们已经有了足够的方法来算出 T { u , v , p 1 ) 的数值 • 


(16) 
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4°命 


p l P 1 


A (p l ) = J^Yl 


T{u,v,p l ) 

<P(P l ) 


)N 2 U — Njv) 


Pt(u t v} 

经冗长之计算后可以得簡以下的二引理. 

引理 10.14 假定 Z > 1,当夕充分大时， 

A(p l ) = 0* 

(在证明此引理时，将用到 siv 2 -斫一 0,而此点为正可解 条件吨 < 所保证) 

引理 10.15 

A(p) 《 p 1 "^. 


命 


d p = f ^ A ( p ^ 


1=0 


由引理1014可知％仅是一个有限的级数.并且当 p 充分大时， 

d p = 1 + j4(p)* 


再由引理 10.15 可知：当 s > 5时， 


p 

是一绝对收敛的无穷乘积.由此可知 
引理 10.16 当 s 彡5时， 


©( 地，巩） = n 各 

p 


是 一绝对 收敛的级数. 

5。更复杂的计算可以证明： 

当 s 彡5及 p > 5时，办 > 0;又若 2 |(s - M ) 及 8 |(s — 袍）时，汍 > 0;而若 
3|(^- JV 2 ) H , d 3 >0. 总之，可以证明 

引理 10,17 命 s > 5■若2|(5 - JVi ) 及24|(在- iV 2 )， 贝 ！ J 


&(N 2 ,Ni) > 0 . 


把本节的结果和定理17联合起来，可以得出以下的更明确的结论: 
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命 NAtlNAt ) 是两组正整数随 t 趋向无穷+假定 


N ?( t ) ， 

aOJT <7 ^ 


并假定 JVi ( t ) 是奇数， N 2 { t ) = 7( mod 24), 则当 * 充分大时，有七个素数 Pli - ,Vi 
使 


P 2 +- h p? = 风 2' 

pi H - hp? = JVi* 



第 11 章前章问题进一步的研究 


§ 11.1 


本章中将阐明“正可解条件”及“同余可解 条件” 的含义并将给与一些条件 
来保证“正可解”及‘‘同佘可解”， 因之， 在这些条件之下，及当 s > 2 fc 2 (3 logJb + 
loglogA + 4) 及 TV 充分大时，方程组 




pi - i — + Ps = M 



有素数解， 

本章的另一目的在缩小 s 的限制.换言之，我们将把^所大于的数减低成为 

2 k 2 + 3 + fc log (50 fc 3 log k ) / log —^ —〜 3 fc 2 log ft ， 

1 — a 

即当 s 大于上数及充分大的 N k ，…為 适合“正可解”及“同余可解”的条件时， 
上方程组有解答. 


§11.2 正可解条件的研究 


命 


—oo 


。（广 ( 7 W 

30 \J 0 

7 i 5 i ) d 7 fc … d 7 i . 


S 


+ … + nftx)dx ' e (- y k S k - - f k ^ Sk-i 


命 


B { w k , * * * ,^ i ) = f d 7 fe 


I f / e(7kX k 
—wi \ Jq 

+ 7ix)dxj e(-7^4 - 7fc-i4- 


+ 


7 i 5 i)d 7 i 


liiii … lim …， uj \). 

w k —^oo Wi—^OO 


如是，由定义 
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交换积分号，可得 




^ Kr^dxs 


f o Jo 




X 


iu；ic J — 


sin 






命 


e ( 7jt (^ +...+ d — 〜）如 --+ ，(以 +. ■.+ 〜 — A )) d %..， d 7 v 
2jwjt(a^ 十 - ..+ 4 — 4} ■ sin2 脚 i(xi + … + A - A) 和 ^ . , d ^ 

K ( x ^ + … + 4 -~ 咖 l +-^ x & - Si ) 


Xi = ii + >" 十 ％ — 


Xfc = + " - + 一和， J 


则函数行列式 


J 


Djxi ,-- ^ h ) 
D ( X ir - 


k \ 


工 l 


X 


k-i 


Xk 




fc ! J \ - x j ) 

k ^ i > j^i 


把 jfe 维单位方体分成若干份巧，在每一份中 J 都不变号，如此则得 

sin 2tiwiXi sin 2mokX k 


B(w) 


ihJ 

3 


-1 


jiXi trL ^ A ： 

1 dXfc+l ■ ■ * d^a 


ciXi * t + dXfe 


x 


r 0 … Jq feints - xj ) ^ 

Q ^ i^l 


0《叫<1 

由 Diriohlet 定理可知：如果方程组 


有正数解答，则 


■1 


lim J3(a?) = 

Uf—^OC 


，0 


5^ - 0, x v ^ 

1 1 1 ^ /i ^ jfe T 

⑵ 

f 1 dxfe+i ^ * 

•\L Hfnh ， 

- ^)1 > 0, 

⑶ 


Xp=Q 


所以我们一变而为求 


+ -■ + < = 5 ^, 



* 166 * 


堆垒素数论 


有正数解答的问题.用心= N ^/ P ^ 代入,也就是 

+ ^ ■ + Z s ^ = 1 < < fc 7 (4) 

有无正数解答的问题，这一条件十分自然，因为如果连正数的解答都没有，还谈什 
么有正整数解的问题，更勿论有素数解的问题.尚须注意者，因为 iVf =尸所以 
4 = 1, 因之〜 < 1也是自然的结果，而不必另添假定了. 

所以“正可解条件”就是保证 （4) 式有正数解答的条件，这是命名的由来. 

引理 11.1 方程组 


< + -■■+ irjj = 5九 ，1 ^ h ^ k 


有止:数解， 且而 # %(i / j )， 的必要且充分条件是二次型 


k 

> , bi + j - 山 


是定正此处 5^ > k ) 可由次式巡回定义之: 


在1， 1， 0,…， 

万2， 2,…， 

■ * 

* 9 

» * 

知， tfjt-li 5 k ^ 2 f …， 

S^-ly <5 卜 2 ， … t 


0 

0 


= 0 , 
k 


证 1) 必要性 + 如 （1) 式有解，命 


(5) 


⑹ 


Ru = hx v + t 2 ^l 十…+ tkx ^, 

则 

k 1 k 

氏 + j - 邮 

^ ij=i 

显然是一定正二次型. 

2) 充分性 .（5) 式一定有解的，虽然我们并不能断定它是复数抑是实数 . 把 
… ， x k 作根作一多项式，如此作出的 ft 次多项式是有实系数的，所以，如果 
&中有复数出现，一定是一对对的共轭复数.…各不相同，且无 
一是零.如若不然，= 0(1 ^ ^ < fc ) 有一非零解％，…， U )， （零解我们是指 
h = 0,…,4 = 0这一解).因而⑹非定正型，把根 - - , Xk 排成 


工 2m— 1 = P2m-1+ ^ P2m j 

3?2 m = - 


V2m ^ 1 ^ ^ £|F 
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及 

此处9是实数.为 


2 g ^ k , 


P 2m _! + iP 2m . l ^ m ^ g 
R2m/^2m = Plm—1 ^ 巧 m ， 


此处 P v (l 是 f lT …火的实系数线性式.解方程组 


Pv - 0 , 3 < tf < 2 g, 

jFty — Oj 2 沒 v ^ h 


及 



这是 ft _ 1个实系数的线性方程组 ，有 个变数显然有一不同于零解的 
解答 L …，‘对这一解，我们有 


k 


S 3 


k 


R v 


2 




Ri 

Xl 


) 


2 


+ X 2 


Ih 

卬 2 


2 


^ Vl{Pl ~ Pi ) ~ %2^1^2 ^ 0, 


这和 （6) 是定正型的儸设相违背.所以抑,…，办都是实数.由 





的形式，立刻可以看出：如果上式是定正型 T 则〜都是正数. 

附记： 由于连续性，引理11,1可以作如下的修改而仍然 真实： 一 方面取消条件 
a：i / xj , 另一方面把定正性改为半定正性，更推广些，有 
引理 11.2 命方程组 


x i + '' * + = 1 ^ h k 


有正实数解的必要且充分条件是： 有 s — k 个正数4+1,…，乙存在使 

S 

*> i=l 
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是一半定正型 ，而心 ㈨ 0是由次之关系巡回地定义出 来的: 


i ? o , …， o 

占 2 ，轟 1 ) 2 ,…， 0 

+ • 

* I 

* ■ 

心， 6k-i, 4-2 ， ， k 

各 v' ^r — 11 2s ■ . ’ ， jfc 



函为和引理 1 L 1 的证明相同，所以略去不证. 
附记： 如果仅需实数解,而不限定是正数解，则 


n 



的半定正性就可以保证. 

引理 11.3 如有 Jb - 1个正数心…， 4-1 及夂=1适合引理 11.2 的条件， 
命凡 = [ S V P % 则对这一组 N u …， N k 正可解条件有了保证 * 

这引理的证明十分显然.当然我们还可以把加于5的条件改变成为加于 AT 的 
条件. 


§11.3 奇异级数与同余可解条件 

今用 E 代表一和，其中的变数 z 经过一完整剰余系， mod ?* 又用代表 

X， ⑷ 方， ⑷ 

— 1 和,其中的变数$经过一既约剩余系， mod 1 已有. 


OO 


© - …， N'、 — 羞(你，…， 

qi=i ? t=l 

A ( q k } -, qi )= -»， 




T 


J - t (^ 

^( Q ) \<ik 


hi 

兮 i 


^ 系 ; o … 令 ) ’ 


此处 Q 为…，取的最小公倍数. 
引纖 11.4 © 亦可以改写成 


6= £ ^ … e (^rn) n' -t - h aix) 

Q=l 卟 =1 ai=l Xt{ Q) 

… T a L ,<?)=l 


a 


€g(-ajtA'jt - ^ ^ r -aiN\) 



第 11 章前章问題进一步的研究 


* 169 * 


证这一引理是以下事实的直接 推理： 从关系 

hiQ/qi = a；, f = 1 , 2 ,… ， fc, 

可知以下二数列是一-^对应的： （ i ) 6的原定义中所展过的数列 

qi — ■ ■ 7 ( hi , qi ) = I , 1 ^ ft ; < qu f = 1,2，- - 

及 （ ii ) 引理中所展过的数列 

Q = 1 ， 2,3, ■" ， ( 办， ."Q) = 1,1 < 叫 < Q,Z 二 1 ， 2，.. ■ 

这一事实几乎显然，所以不加证明. 

命 W ( m ) 代表同余式组 

h^-^h k s =N k , \ 

— *. > ( modm ), (1) 

hi ^ ^ h s = Ni . J 

1 h v ^ m y (fttj, ib) = 1 ， l^v 8 

的解数.显然可证 

引理 11.5 若 （ m x ， m 2) = 1，则 

^(^1,^ 2 ) - W { mi ) W { m 2 y 

定义 

姻 )= g … g (丄 7 "(音’…’号 )) e ^~ akNk — aiJVi ) 

^ ■ 1. Cl» 1 :1 

(ajt, ■“ t ai,Q)=l 

及 

□e 

5 P = ^( p ”， A ⑴= 1* 

1—0 

引理 11.6 

I 

Yi A ( p m )= 〆 v v )» v ). 

m=0 

证显然 

p l p l P l P l 

w ^ 1 ) = w … £ 亡…乞 

y hl=l hfc=l X\~l 1 
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4 + …+ 4 — N k ) + …十 h 1 (x 1 + …+ — iVi)) 


— * * * — h \ N \) 


111 — 1 九|| = 1 

v l P 


> v ) ( 石 … 石 (^yO … , 吳 )） (- hkNk — hiN ^ 


ht = l hf ： 

纠 hi 


如) 


i / p i_i p 卜 1 

_ v)(E … E 

\ L . 一 i u . _ -r 


T 


hk 


h>i — \ /ijt = l 


— 〜叫+咖） . 


咖 —i) \y 


h 



s 


Cpi-i (—ftfcATjfc 


续行此法可得本引理， 

引理 11.7 当 s P 时， 9 P 收敛; 且当 s > fc 2 + fc 时，有 


9 P -1\ < 2(2fe 3 )V^ as 


及 


& = PJ d p ^ 


p 


证由第一章基本引理已知 


T 


O ，，， 另 


^ ft P 




由此可知， 


\a(j> 1 )\ < (p lk -P^ l)k ) < ( 2 * 3 )V 一 ) 


所以当 s > fc 2 时， 3 P 绝对收敛*又当 s > P + A ； 时， 


oo fc-as 

\d v -IK (2ft 3 r^p i(fc -^ } ^ ^ 2(2fc 3 )V as . 


最后一个结论可由 


Zp 


k—as 


P 


的收敛性得 之1 
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说明 由引理 11 A 及11.7,可知 

d p = Jim p lk <p " s { p l ) W < j /). 

容易看出，如果有 一 使 W ( y °) = 0,则显然对 i > W { p l ) 也等于 0. 所以各= 0 
及 © = 0. 具体 地说： 如果同余式 （1) 不可解，则我们所讨论的问题就无解答.这是 
一个十分自然的现象，也是同余可解条件命名的理由.引理 11.7 还告诉了我们另 
一 事实： 

引理 11.8 当 p > (2(2妒尸)占时， 



P Gv II V = p e "vo, Oo - Hiaxfe! ， … ， ©fc). 

命 Wxip 1 ) 代表下列同余式组的 解数； 

. > ( modp^p x y . 

y \ + - - + y s = Ni , 

其中 

1 ^Vv^v 1 , l^v^k 7 lc 十 1 矣 " 矣沒 

及 

d - L nr ， 

p e || . ^ 

Vki _ , Vi 

1，…， 1 

引理 11,9 同余式组 

k 

a a 0Xp 三 b a (modp^Jj 1 a ^ k t 
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辽 … S a lk 

炉 II " …， …-…， 

ftjfcl , …） <^kk 

可解的条 件是： 

ail, …， &i 
叫1，…， 叫卓-1 ， h 

证这引理可用通常的行列式方法证明+ 

引理 11.10 当 Z > 2© 十200 + 1，则 

W ^ 1 ) > p 8 - k Wi ( p l ). 

连续运用多次可得 

证假定我们已经有了 

= Nv ( mod 〆 )， ⑺ 

芦=1 

l ^ yx ^ pK 1 ^ A < fe ; l ^ y T ^ p l - & ^ 0 \ k + l ^ r ^ s . 

命 

则 

冗三吣 + ㈣ （ mod P 2 (卜咏- e ))， 

iy ， f 2 yl ^ v ± y -% p l -^- e (modp^ 1 ). (3) 

^=i 鋅 =i 

今讨论同余式组 

3 

队 _5>二 

郝 ). ⑷ 

如果⑷有解，则由（ 3 ) 

S 

= JV^(modp l+1 )* 


P X \ 


hu 

叱， 

…， d\k 

B ■# ■■ 

P X \ 




1 ^ 

ftjcj 

<^k2i 

■ ^ , dhk 




(5) 
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由子 


沪11 




vl 




及 


$ 






+ 0 — 0 V 


烤 : 


所以对任意的& (A + 


pl—OQ — &-\-& v 7 

同余式组⑷式常可解.所以 

lW +1 )> p s ^(A 


证明中如无以下的 补充, 还不能算是完整的：由于心=办 (mody _eb_e )， 所以 


Vi~\ 

vt l 


h\-\ hi- 1 

v°u 

… ，沾 


奴 ? i … ， "2 


( modp ^ - ^ 1 ), 


此处用了 /> e 0 + 2©. 

引理 11.11 设 s > fc 2 + 并设当 p < (2(2 Jfc 3 ) s ) 占时， 

iri ( p 2e+30 °) >0. 

则 &( N k ， …， Nr ) 大于一并不依赖于 iV 的常数. 

证由假定及引理11,10已知，当 p S (2(2 fc 3 广)占时， 

d p = lim p lk ^(p l )W(p l ) 

i—»oo 

5 = lim pZ W )^^) 

i，+oo 

> lim p ^¥> _5 { p i ) p ( s _ fe ^ i _2 e _2 e ° ) W r i ( p :2a+290 ) 

i — QQ ' 

i { s — Je ) 

p Js-k)(t^2O-2e 0 ) 


^ & (i - i / P y p 


3 


p 


■ i a - kK 2 e - 20 o ) h 一土 

p 


> Cl 


这 q (及今后 c 2 , Q) 与 AT 无关，且 > 0. 
命 s = A: 2 + fc + 5，则 


d p > 1 — 2(2 k 3 yp~ l ~ Sa 






174 


堆垒素数论 


当 p 适合 (2(2 A 3 ) s )^ (2(2 Jb 3 广显然各会 c 2 , 

又当 p > <2(2 fc 3 )， 产 ' 贝 ! J 


d p >t 


p 一 1 _4如 


所以 


H 占 p > C3 * 

p >(2(2 fc 3 )*) 3fc " 


总之，可知 


引理已经证明. 

今再进一步讨论 

Wi ( j > 2S+2B ^) ^ 1 


的条件. 

弓圈 11.12 若?>>免及5>(& + l ) p ， 则 W ^) > 1. 
证同佘式组 


$1( 知 + V )' + + 工 3 (&_ 1 ) L + »，，+ ocfc+iiu 三 ( inodp ), 1 ^ v ^ k 7 

Xi ^rX 2 +X 3 -\ - h Xk-hl = 5(modp) 

常有解在 Q < x „ $ p 中，故可取 xjt + i 使 


町 + •… + Xk-^-1 = s, 

所以得出本引理. 

引麗 11.13 当 s >说及 p > 押-咖 _ 2 k ) 时 ， 同余式组 

0 ：^' + --*.+ = N v ( modj?)jp K x^l ^ v ^ k 

有解, 

证这同佘式的解的组数 M 显然等于 



十 . 


+ a \ x ) 



ep(—(atNfc + ‘ ■ - + aiiVi ))， 


故 


，-疒 


p 


aj_ 


E 

叫=1 


p _ 


Y^ e p (afcX k H - 1- a\x) 


忠 s 
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此处 * 乃表示 p 不能同时整除所有的 a . 由第一章§3公式 （2) 及 （3) 得出 

a!=l fifc=l 

( p - ikp ^ y -^ kip ^ 

^ ^,3 —fcpiS—fc ——2fc) 

此处用了条件 p > k k ( s - k )/(,-2 k ) t 因此得出 

AO 广 1 - W 1 - 1) ; 1. 

此即本引理. 

引理 11,14 当沒 > 3 fc 及 p > Jfe fc ( a - 叫时，贝0 

证由引理11.13,当 f > 2 k ， p > 幻时，同余式组 

的 + …+ 4 = N v - l v — 2 V -- k v ( modp)p 十 ％ 1 矣 v < fc ， 

常有解.由此得出本引理， 

附记：本节所说的结果十分粗略，大有更进一步的可能. 

§ 11.4 

11醒 11.15 命 

(2 七 一 1)Q^ Xy ^ 2x^5 ， 1 ^ v ^ 

则整数组町 ，…， 办中，使 

rpj + * - + 1 < ft < fc , 

各落在长《 Q h ^ l a < h ^ k ) 隔间中的组数 《 L 

这引理的证明如同引理 4.1 的证明一样，不要经过任何本质上的改变, 
引理 1 X 16 命办 表方程组 

EE 4 = EE 4 ， …认 

j=I i=l j=l i=l 


P — 1 

〉 : e p + ■ ■. + 

X=1 


⑴ 
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的整数解的组数.则 


(2 i - l ) P (1 ~ a)X ^ ^ j x-j < 2 iP (1 _ a 广 1 


J^ k ^ j>(2h 2 — |fe(A:+IJ)(1 —(1—a) Tt ) 


证由⑴及 （2) 易见 


k 


k 




i=l 


对已定的 x^i = 1，- ■.， fc )， 


h k 


k 


一 1 ，… 


:1 


各在长是 


0(P k(l ^), o(P ( fc_1 )( 1_a ))， • ■ , 0(P (1 ^ a) ) 


的隔间中.把的隔间组分为 


o 


jpht ^% — ci ) ^ p { ls , - 1)(1— dt ) c 3 i ) j >1 一 fl _ 


pk-l pk〜2 


p 


= g(p 卜抑 + 1 )) 


个组，而每一组是由长为 


(2) 


(3) 


0(P k ~ l ) : 0(P^' …， O(F), 0 ⑴ 

的隔间所组成的.由引理 11.15( 取 Q =尸)，可知 x a {l ^ i ^ k ) 的组数《 
户 ㈠ ( fc + i ). 因此 ㈣ 及 ^(i = 1，…， ft ) 的组数是 * 


又， 对已定的 邛，工以 1 < i < fc，l < j < Z — 1) 及 4(1 < i < fc )， 由⑴及 （2) 


可知 


k 


k 


k 


，■■， 


1=1 i- 


i=l 


各落在长是 


0(P k(1 ~ a)l ), 0{P k ^ l{l - a)l ), … ， 0{P^- a ^ 1 ) 


的隔间中.由于 


… P d-uy {k ^ mi ^ 

U 置 ^ i -t. \ ^ -t \ I _ 1 ». / 1 ^k\fm ■ \ J — 8.1 ， I V* 
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及由引理11.15(取 q = p ^- r 1 ) 可知 ^(i ^ i ^ k ) 的组数是 

因此，对已定的 ^,^(1 < ： i^k,l^j ^l-l) f xu 及4的组数是 

Q ( p (2 k - f (^+1))(1—<») t_ 3 J 

所以 （1) 式受 （2) 式限制的解数 

《尸 (2fc-i(fc+i))(i+(i-a)+. .+(1—<1 广一 ^ 

= p (2 k 2 - ik ( k + L ))( l -( l - a ) n ) 

§ 11.5 


e { a k n k H - hQJin ), 


n ^2 kP 


Sij { dk ， … = E e ( akn h + ■ - + ain ), 

(w-l) 尸 “-woo ^n^ 2 iP^~^ u ~ 1} 


此处 1 

引理 11.17 命 Z = fc 2 + 1 及 


logfSOA :^ log A ) 
一 iog(l — a ) 


n k 


I 知严 n n l%l 2d ^ … dw 《 F ^+2^ a ^( i ^ r }^^+ i ), 


1 = 1 


证如定理 15 证明中的方法来分割积分的范围.由于 * > p + 1,所以 

/ w / l^rdttfc • ■ • da , < p 2 t -^(*+ i ) 

(一如定理 15 中之所写).因此 

2 

§ / w / |S ° |2 ' nfi 5 ^ … da L 
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§ 11,6 

对应地定义 

江 0 (% ， … ， a ： 0 二 52 e ( a kp k + …+ ^Ip), 

P<2P 

叫 (ajt， …， ai )= E e(otkP k - h- otip)y 

命 t = fc 2 + 1 及 

n k 

q 二 < + i nn 4= Er(i … ^ i ) e (Ar fc ajt + … + Nia!). 

j=ii=i 

此处 r ( N kr - 具 ) 是下列方程组的解的组数 

k n k n 2t+l 

EE4 + + E - i < h 认 

i=l j=l i=l j=l v=l 
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(2 i — l ) P C1_o)J 1 ^ Pij.Pij ^ 2 iP ^- a ^~\ ^ 2 kP , 

此处 2 kP ^ N ^. 

引理 11.18 

l ' Nk 〜W — ^t + l + 2^{l-g-a)-)-l Kfc+1)e(jyfei ^ ^ 

、 1 l} ^2 t + l +2 fcn 

X fl + 0(^^、、 


l 


此处 


& 2 


{(/ e (7 〆 + . ， ■ + 7 ir ) dx ^| 


2t+l 


X 


.人 / rva 

1) 


2 


+- h y^x)dx 


a 


x e 


… _ ^ 71 ) } d7fc， i 


证我们有 




o Jo 


a O t+l IJ Y 1 a ij e (~^kO£k 

j=l i=l 


— 


*' • daj * 


如定理 16 的证明方法来分割积分范围 . 由引理 1( X 8 及11、17 






r i fim 

i=l i=l 


dak … dai 


n fa 


s 


0 JO 
■1 /■! 


口。 鬥 n n 卜 … da : 


=1 i=l 
n h 


< t ： PL~ s 


isoi 2 t nw s vi sd ^ 

0 川 jJi r = i 

< p2i+l+2fc 2 (l-{l-an-^+l)£-^i. 


- dax 


一 如定理 16 的证明 } 可证 


k 


f a o f+1 13 a ii e (~^k^k ~ - - Niai)dak + t - dai 

^ m i=1 

fr2©(JV)P 2t+2fc+1_ ^ A: ^ +1 ^ l~^-2k-l fl^_Q l )), 
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此处 


—oo 


| e{jk^ k + …+ 7i^)d ： 


2t+l 


户 / j*t?a 

x n f / 

vJi 

f N k 

Xe (-(2 i ^ 7fe -^ 


2 


+ 7ix)dx 


JVi 

2 ifcP 


)} 


d7fc … d7i ， 


再用引理 9.6 的证明中所用的方法，可以得出我们所需要的定理, 
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§ 12.1 

本章中将论 及一些 结果与问题,这些都是可以藉助于本文中所叙述的方法而获 
得或解决这些问题依其本性可以分成下列國个范畴： 

a ) 包含概念“几乎一切”或“具有正密率”的问题 ； 

b ) 由下列的假设而引导出来_问题：即对于任何一个预定的整数叫> 0), 必 
有一整数4存在,使二次多项式 

x 2 — x A . 

当 r = 时取素 数值； 

B ) 把第十章的问题推广为若干不同多项式之和同时表示几个数的 问题； 
r) 由以下的推测所引导出的 推论： 

方程组 

有 《 Cl ( fc ) P 0 料 WlogP 产⑷组整数解， 

有些不属于这些范畴的结果将在本章§12,6中论述之. 


§ 12.2 

假定 aw 是不同的自然数所成的集合， M ( x ) 是其中不趄过: T 的元素的个数.又 
假定 m 是集合的一个分集合，而 iV ⑻是识中不超过2的元素的个数.如果 


lim 


N ( x ) 

M ( x ) 


则我们说： m 几乎包含了 an 的所有的元素.特 别是， 如果® I 是由所有的三 /( mod ?) 
的芷整数所组成的，我们就简单地说： 01几乎包含了一切三 l ( modq ) 的整数. 
又如果 

T . M { x ) ^ 
lim ——^ q > 0, 

怎 —oo X 



.182 ■ 


堆垒素数论 


则我 们说： 9 JI 具有正的渐近密率. 

设 h ( k ) 表示满足下列条件的最小正整数&即凡可表示成 s 个素数 ft 次方的 
和的形状的整数所成的集合几乎包含一切= s(modK) 的正整数.这 K 已在第8 
章中定义.我们能够证明 

i 

Ml) = 2, ft ⑵= 3, h(Z) ^ 5, h{A) < 8, h(5) ^ 13, ft(6) ^ 20 t h(7) ^ 28 
及 

h(k) ^ fc + m + 4 ， 


这里 m 具有第 9 章 §9.1 的意义. 

以 f v (x) 代表郎个 fc 次整值多项式，而的的定义是 


k 

1 ； 

l 3 

4 

5 

mm 

7 

S 

mm 

10 

>n 

SQ 

2 ； 

i 5 

8 

13 

20 

28 

36 

45 

55 

A + m + 4 


则能表成 

fl ( Pl ) + …+ f 9 (? s ) (P 是 素数) 
形式的整数集合有正的渐近密率. 


§ 12.3 一 个假设的陈述 

对任意预给的整数 N(> 0), 必有一整数 i 存在使 

x 2 — x-\- A 

当 x = 时表示素数.以下的数据支持了这一假设的真确性：当 r = 

0，1,，” ？ 40时 

x 2 — x + 4,1 

代表素数，又 

x 2 -x + 19421， x 2 -x + 27941， x 2 - x + 72491 

都代表丰富的素数（最后一个由 r = 0到 z = 11000都代表素数) ' 

换一种说明的方法：有 iV + 1个方程 ， iV +1个素数未知数 p m (0 及 

屋使 

m 2 — m + -4 = pm , 0 ^ m ^ N , 

* Berger, N. G, W + H + , Report on some calculations of prime numbers ， Nieuw. Arch, Wiskde^ 
20(1939), 40-50, 
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可解.消去未知数冬则得 


^ ™Pm -Poy 


即得一方程组其中有 TV 个方程及 JV + 1个素数未知数.把这一问题提高到更~般 
性：就是求解一组 JV 个联立方程其中有 JV + 1个素数未知数的问題： 

N +1 

〉 ^ijPj = t 1 ^ ^ ^ , (1) 

j=l 

当然要这问趣有解必箱要有 "正 可解条件”和“同余可解条件”，但在今天这一 
问题的解答还在数学家的能力之外，而我们所可能为力者在 证明： 对几乎所有的适 
合同余可解条件的 （1) 式可解. 

但方程组 

> : = 石“ 1 ^ ^ iV 

j’=i 

在正可解及同余可解条件下对所有的充分大的&是可解的. 

最后举出本问题中所包有的若千有趣的特例： 

I ) 哥德巴赫问题：方程 

Pi 十於 = 2n. 

当 n > 1时可解.（此即以上一般性的问题为= 1时的特例). 

II ) 孪生素数问题：方程 

pi — P 2 = 2 

有无穷个解- 

III ) 三生素数问题：方程组 


Pi - P2 - 2, P2 - P4 = 4 


有无穷个解（或 


有无穷个解). 


Pi 一 P2 = < p2 - P4 ' 2 


§12.4 第10章及第11章的方法用到更普遍的问题 

命 { fn ( x )^ - - * , / i S ( x)}(l <去< fc ) 表 A ： 组，每—组有 s 个整值多项式.现在的 
问题是解方程组 

Ai(pi) + …+ fu(Ps) = Ni ， 


fki(pi) + …+ /fc s (p a ) - N k . 
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这一类方程的解答并不太难，如果我们假定/的次数是受囿的，且 S 是相当大的话. 
一般说来，第10及第11章_方法可用，但须引进以下的不等式： 


\Qi ^ …< 







§12.5 —假设的叙述 


假设；方程组 


々 + ■•■ + xi fc(fc+1) 


W + …+ 4 


JtCfc+x) T 


《 h < k, 1 S y 《 P 


的整数解的 组数系 c L ( fc ) Fi ^ +1 >( logP ) c = W . 

这一假设的真实性，当 fc = 1时，十分显然.当 fc = 2时，已在第4章中证明 
了（定理 B 认当 fc 彡3时，这是一留待解决的问题+如果能证明 此点， 则本书中一 
切的定理都可以 改善. 例如！解数的渐近式将当$ > \Kk + 1) 时真实.这一假设 
的证实在解析数论中还有其他的很多应用 - 


§ 12.6 

本节中再叙述一些其他的 结果： 

I ) 所有的充分大的整数可以表成一个素数及 s 个素数的 fc 次方的和，如果 
s ^ $o ^ 2fclogfc. 

II ) 所有的充分大的整数可以表成一个素数及 3 个整数的 fc 次方之和，如果 

3 

s ^ sq ^ -k\ogk. 

III ) 所有的充分大的整数可以表成 s 个不多于两个素因子的整数的 fc 乘方_ 
和，如果 5彡 so 〜 3 fclogA :. 

关于 U ) 及[ II )的证明方法必须采用维诺格拉陀夫的另一创造必的方法，见 

BHHorpa^OB, Mstoa Tpnro hom6t pH^ecKHx cyMM b TeopsiH MHceji, Tpy^njj 

MameM . UHcmumyma um + B . A . CmeKAoea t t , 23 t CTp . 1-109, 特别是 其中的 
第 4 章. 


附 


录 


命 / Or ) 为 _ k 次实系数多项式，或为一在某种意义下能以 fc 次多项式密切逼 
近的实函数，又命 

Q^P 

S 二 二 _ 

在将这种三角和的估计应用于解析数论的研究时， fc 往往与 P 同时趋向无穷.因此 
为了使结果更为精密，就必须考虑 BMHorpaAOB 中值定理中与 fc 有关的常数因子 
的改进.更确切地说，我们将证明 
定理 命！ > 1,则当 

^k[k + 1 ) 十找 $ 5 $ 4fc 2 log A 

O 

时，将有 



,, dafc g k 9 k 3 e 23 k 2 l log l P^ 


此处 

St " + 1)(1 — a )\ a = ^. 

fC 

定理的证明与定理 y 的证明很相类似.但在这里我们将用下面的二个引理来 
代替引理4,1与 4.2, 

引理1 命0 =丑風/?>1，孖>1及 


1 矣 Si < 92 < < Sfc 矣丑， 9v 一 9v-i >1 ， ⑴ 

此处 Qu … ' Qk 是整数.又命％在隔间 

—0J + — 1)H < ^ ^ + 9v^> 0 a> Q (2) 

中变化.则整数组取中使 

+ - * ■ + ， 1 ^ h ^ h 

各落在长度 S Q h ^{l ^ h ^ k ) 的隔间中的组数 


⑶ 
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证设 ft 为适合 1 < h g k 的整数.给定叫 +1 ，. ■. 并假定 XI ，…，叫及 

yu …， Vh 为二组整数使< +…+ 4及迖+…+甙+ < +1 +〜+蚱同时落入 
一组长度不超过 Q r ~ l (l ^ r ^ k ) 的隔间中者.于是 

< + …+ 4 - (2/[ + …+ y£) = lQ r_1 ， 1 < r < ft, 


亦即 






沒 1， 


^^( x t 一 扒) + … + ^^( Xh - y h )= e h Q h ~\ 

xi - yi x h -Vh 

而叫 O .将 A - m -抓视为变数，而解此线性方程组，得到 

A(xh ph ) ± Zi y = 0, 


其中 


工 l 一 g/i xh-yh 

x \ - y \ x h - y h 

A ~ V \ ^ h-Vh 

« a - « - ■ - ■' 

h(xi - yi) h( r Xh -Vh) 


A f 


xi - yi 

- Vi 


^ I-Vi 
h{xi - yi ) 


怎 fc—1 -Vh-i 
怎九 一 i 一 Vh-i 


4-i - Vh-i ^iQh-i 
h{xh-\ Vh-i) h 


将 （4) 式改写成 


h 

- y r ) 

r=l 



j {^h(xh - Vk) ± ^h) Az i … d 外 = 0, 

Vh 


此处 


△h = 

1 

之 1 

… i 

■■- 之 h 

， A k = 

1 … 

ZL ，” 

1 

Zh-1 

6i 

\ 8iQ 


r * v w • 

z?- 1 

P 4. i*%»-ia-ii-i 

ftji" — 1 


Jl-l … 

J2r ^ * * * 

ft-1 

4 一 1 

\^Q h ~ l 


⑷ 










于是应用积分的中值定理 可知： 必有一组，办，使 

Ah{$h — Vh) i A ! h = 0, 


⑹ 


△ h = 一之 1 ). ， * ( z h - 一 1 )， 

命 h 表 q ， … ，之 ^ 的办 - r 次初等对称函数，显然有 |^^ r | ^ 
故在的展开式中，的系数的绝对值 


h — r 


r ^/ i—lj ^ 


Q h ~ r \A h . 


于是 


l^iiE ^ 1^-ilQ^- 1 ^ 


因此得到 




2 h Q h 


1 邛 _ (5 r 5) r ..W—V-1) ^ ie(3ii) … （ (2A-3)H) 


2 h H h 〜 l 


Lh . 


1,3 h .(2 A — 3) 1 

因此对于给定的私 +1 ，… 心 z h 至多能取心+ 1<24个不同的值.故适合引理 
要求的整数组…的组数不能超过 


2 Ar ^ k^y 卜 1 w 1 )， 


利用极显然的不等式 


A r 

V log n ^ / 

n =i 


log xdn: 


N fN 

n log n > / x log xdx 

不难得出引理， 

引理2 命 c>l. 在引理1的假定下，整数组〜…，叫中，使 


+ * - + 1 ^ ft C fc 
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各落在长不超过 cQ^ h (l ^ h ^ k ) 中的组数不超过 

(2c)V ft ： V# 2 H 挪 _1 )Q 钟 _1 ). 


证明与引理 4.2 相同. 

引理3 设 s 为一适合 P < ―― ^ r — T 的整数，命 
l ), R s ^ Q / H s . 又命 

Z sg t = e (/0))， 1 ^ ^ * 

( gi - l ) R t < x ^ giR s 


及 


c = E 咐 ㈤ )， 


此处0 < 0 < Q l ~ a 及0 < w < Q . 则当 gink 为一佳位组时 


' ' + Z $ g k 


|0"| 2( E , - fc ) dai -- da fc 


^ ^ 6 ^ 2 5[fA(fc-l)-fc]Q2^-^(fe+l) f 1 f 1 \C k (Q l - a )\ 2 ^ b ~ k) dQ 1 

Jo Jo 

引理之证明与引理 4.4 部分 3) 中所用的方法相同. 

引理 4 (递推公式)■命&为一适合 


]- k(k + 1) + fc c & S 4 fc 2 log k 

O 


的整数.若 


logQ > 4 fclog (4/ c ), 


则 


疒 … f 1 \Ck(Q)\ 2b da^-da k 

Jq Jo 


^ e 23k 2 Q 2k~l(k+l)+2(b^ log g f 1 … f 1 | Cfc ^l-a^|2(^fc) dai 

" Jo Jo 


证命 77 为由下式所确定的整数: 


r ^ 1 ^ 


Q 


(2 k - - 1) 


<2^, 


( 6 ) 

= 2 B (2 k - 


… dctjt - (7) 

⑻ 

⑼ 

".dai (10) 

( 11 ) 


由引理之假定，显见 r }> 4 . 


分 C k (Q) 为氐= r{ 2 k - 1) 部分 5 每份之长度为氏= Q/H s . 则用与引理 
4.4 相同的方法.可以得到 


n 


\C k (Q)\ 2h €2rfY^M s J2\ Z s\^ 




此她圮 T 与 M s 的意义与引理 4.4 中相同，但 


M s = fft 一 i(4(fc — I)) 6 ， s >0， M 0 < (2fc — 1广. 
当1时，与引理 4.4 相同地可以证明 

E PdW ㈣） 

i=h+l 

! b N b 


去； jfe+i 


其中 


(12) 


卜 (2* — ij 

< \ ^Hk - 1) ’ s = 0j1,2, 

^ \ Q a 

(¥{k^Ty 3<5<7?_L 

于是由引理 3 及以上诸式得 

rl pi 

/ … / Y, M s y]\Z f f da,-^da k 
Jo Jq s=0 

< k l7h e ^ Q 2k-i(k^lH2^k)a 广 ■. f l *da ft . 

Jo Jo 

当 s = n 时，由 （11) 式得到 


(13) 


尸軌… uu 2(6_ ” 


^Rl k \C*\ 2(b ^ k \ 


故由 （ 9 ) 式得 


t i f x 

乂…乂 M^lZ^pda! 


dajt 
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< M^Rf j: … j: da , …~ 

( (4 fc ) 2 fc (3 2 卜 i ㈣ )+ 啡, 广…广 | C 4( Q lwi )| 2 (卜 ㈡ 如 ." da fc . (14) 

Jo Jo 

m V < logQ ， 及 (12)，(13), (14) 诸式，而引理得证. 

定理的证明：令4为由下式所确定的整数： 


(1 一 a )- ( to _1) 4 fclog (4 Jfc ) < logP ^ (1 - a ) _ io 4 fclog (4 A :), 


若 b > Z 时，可以证明 

广 … f \C k {P)\ 23 da t 

Jo Jo 


da h < e 2 ^ kH log 1 P * / >2s-|fc(fc+i) 十 ' 


(15) 


事实上当 I 二 0 时 ，（15) 式是显然的.对于 Z > 0的情形，可由引理4,并对！实 
行数学归纳法而 得到. 

^ 1 ^ /o < I ,由 （15) 式可以得到 


则因 




fC fc (P)| 2 Mai … dajt 《 e 23 外 log fo P ^ 


pSi Q _ p|fe(fe+l)(l—a)^ J ^ ( 仆 )4fc-0(fc+l) < & 9 灸 3 


而得定理. 

对于1 0 <1<1的情形，则由 


p^(M) < ( 4 Jb) 4 H 叫 + 1 ) < 


故 


f … f 1 |Cfc(P)i 2 Mai ■ ■ * da^ < P 2s < k 9k»k 十 1) 

Jo Jo 


而定理证毕. 

虛要引理命 

/⑷= - afex 灸 + * * ， + a\x + oto 

为一实系 数的& 次多项式，而命尸为一适合 


2/^0^尸矣1 

的正整数，则 

Q+P 

^2 e 23rifW = 0(e 32k p l ~^^ logP) + 0(1 叫 「占)， 

3S=Q4-'i 


附 录 
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此处 i 与符号 O 内所含的常数都是绝对常数， 

证若> p , 则引理显然.敢不妨假定 

< P . 

命 r 为一适合 2<r <p 的常数，而命 


Q+P 


Y 


[ e ( f ( X ))， S l ( X ) = 

； c = Q+l 3^=1 


则 


Q+P Y Q-t-F 

^2 X ^ e (/0 + |/)) = F < f ㈣ ） 

x=Q+l tf—L m—Q+V+l 

<?+v Q + p+r 

+ i E + E 丨 0 ⑺ = YS^O(Y 2 ), 

m;Q+2 m—Q+P+l 


亦即 


, Q+P 

E &⑻十 o(n 


ac=Q+l 


所以由 H 6 kter 不等式，得到 


Q+P 

S ^：^\ P 2 ^ 1 Yl |5 i ( x }| 2 " 

x—Q^-\ 


l 

3# 


Y 


命 


/(x + y) = A k y k + A h -xy k ~ l + …十 A 0 , 


此处 Afc = o ： fc ， Ak-i — 一 i + fcafcX. 于是 


y 


r y 


y 


E'^E E-*E e ^) 


y\—l Vt=^ vi=l v；=l 


此处 


步 =/(a; + 奶） + " ■ + /Or + 办） - f(x + y[) - }{x + y f a ) 

ifc 

— ^ Ah (y^ + " ■ + d -- yT) ‘ 


h: 
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命 執 Nu … m 表示下列方程组的整数解 组数： 
J/i + - * + y? - J/f - ?/f = N h> 


^ y, y f < y, 


则因 A 与: r 无关，故可得 


Q+F y Y Y Y Q+P 

H 叫 ㈣ 、 5； … I ： H 1>(步) 

x=Q+l yi=l Va = 1 y;=l *=Q+1 


2sY 2sY fe ~ 1 Q+P 

I： … E 舛恥 ， … ， 凡 _0 e(A k ^ l N k . l + -^ 

N^^sY x=Q+l 


AM . 


由 Cauchy 不等式，得到 


<? 十尸 


2 


E 防 ㈤ 严 < 5 >. 乙分 2 ( 爪 ，…爲 


x=Q+l 


Q+P 


i2\ h 


Z … E E e ( Ajc - iA^-i + … + v ^ iJVx ) 

Nt Nk-i a ； =Q+l 


… Y 卽 

JV ： ^ fc _! 


等于下列方程组 


yi +-^ + Vs - y[ h - Vs h = z i ^-^ 4 - z t - 4 h ， 

l < ft < A ： -1 } 1 < y , y \ z , z f < Y 

的整数解组数，也就是 

广 … t \C k -i(Y)\^da^^da k . 

Jo Jo 

故由定理得到 

E … E 岭 2 ( Nw , iV fc _ i ) < k 9k \ 23k2t Iog f Y - y ^- ifc ( fc - i )+^ 

Ni Njt-i 

又 

Q+P 2 

HE + "■ + ^4 i ^ l ) 

N\ JVjt-i x=Q+l 


Q+P QH-P 

E E I ： 


2 SV k ^ 

E 




凡 一 2 ar 1= =Q+l x^—Q^-l N k ^i.——2SY k ^ 


Q+P Q+P / 1 

" 五五 - (W ， 


矣 (5s) k ^ 1 Y^ k ~ 1 ^ k ^ 2) P E min [BsY 


fc — l 




响 ”_今十 

\ 3J ■=*- 1 / 

< ( bs ) k Y ^ k ^ k ~^ p ( Y k ~ l i ^ logP^l . 

\ / 

由以上诸式，立刻得到 

S < P 1 - 士 ( 免狄％ 23 心 log f Y . y-(fe-i)+5i(5a) fe P (V 卜 1 + K 

取沒 = [(fc — I) 2 log(fc — 1)] 7 易证而 < ^故得 


S^e^logP^P 1 -^ (y (fc ‘ 1)+ i ( y *~ 1 + |^])) 5 +K 


取 

y ^( [|叫广击]，若 

- 1 [P J -rfe], 若2卜飞 > |a fc 卜 1 

而引理得证. 

这一引理在解析数论中有着重要的意义.下面我们叙述它的几个应用，这些应 
用翻 I 可以从主要引理及已知的方法无须经过重大的改变而得到. 

1) <(1 +ii) = 0(log^ flog log* #)f x L 

2) tt(jt) = lij? + 0{x ~ AlogT_Jr I 1 ). 

3 ) 中值公式 

lim i / ]C(-7 + it)\ 2k dt = dl{n)n~ 2<T 


[ 1 ] 华罗庚与吴方： BHHorpa ^ oB 中値定现的 - 个改进和它的某鸣应用」数孕少报 7 卷 3 期 
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之有效区域 PL 

4) 设 A ( x ) 为椭球体 

4 


内的整点数，！>为此二次形式的行列式.则 


A ( x ) - ^ gx 2 = 0( xlog ^ x log log ^ : r )[ f . 


2 


[21 Davenport, Journal of London Math* Soc., 10(1935), 136-138. 

[3 WalfisK, TVavaux de mathlaiiatique de Tbilisi, 5(1938), 181-196. 


( 华罗庚丈集数论卷 I _ 下部） 

指数和的估计及其在 
数论中的应用 ® 


y 木部分$容曾作为著作出版，见《指数和的估计及其在数论中的应用》，北京 ：科学 
出版社，1963年， 




序① 


“指数和的估计及其在数论中的应用”一书是应“德国数学百科全书 " 编委会 
之请而写，作为这套书的一个分册于1959年在德国以德文出版. 

本书的目的在于系统地总结指数和方法.近代解析数论、几何数论与堆垒数论 
骶以有如此重大的发展，都是由于指数和方法的引入与改进.尤其是著名的素数分 
布问题, Waring 问题， rojibA^ax 问風 Tarry 问题以及圆内、球内整点问题等，更 
加如此. 

作为百科全 书的一 部分，本书力求较全面地介绍这一分支的工作.不仅如此，本 
书的写作方法，还不只是结果与文献的罗列，而是尽力注意到这一分支的系统性、 
关联性与完整性.我试图把主要结果贯穿起来，并且尽可能地扼要地涉及到这些结 
果的证明.希望有一定数学修养的读者，可以直接看值本书的主要 部分， 而不必另 
翻原作.以上是作者平素对总结性与综合性文章的撰写要求，虽然由于篇幅有限以 
及作者知识水平的 局限， 未 能完全 如愿，但作者还是尽力为之的. 

本书由1952年开始撰写，至 ig 56 年完稿，自始至终是在中国科学院数学研究 
所党组织的支持与鼓励下进行工作的.饮水思源，裒心感谢，在写作过程中，很多 
同志帮我査阅了可能得到的文鼠并且编制了附有摘要的文献卡片.而本书就是在 
寧握这些材料之后， 经 整理、 消化、 取舍与综合，而后写成的，王元与吴方两同志将 
本书译成了中文.作者谨向这些同志致以谢意. 

最后,作者衷心地希望读者多提意见与批 i 平 . 

华罗庚 
1^63 年 1 月 


①取自《扣数和的佔计及其在数论中的应用》. 




导 引® 

堆垒数论的历史是从两个著名的问题，即 rojibaSax 问题与 Waring 问題开始 
的 * 

Fojib^Sax 问题是在 1742 ]) 年， ro ji b ^6ax 写信给 Euler 时提出的 . 在信中， 
roji ^ eax 提出了关于将整数表为素数和的两个猜想.这两个猜想可用略为修改了 
的语言叙述为； （ A) 每一个 > 6 的偶数都是两个奇素数 之和； （ B) 每一个 > 9 的奇 
数都可以表成三个奇素数之和.显然，由命题可以推出命题 

从 rojn ^6 ax 写信起到今天，已经积累了不少宝贵的数值资料这些资料指 
出了这两个猜想是正确的，但迄今还不能证明它们的真伪. 

大约在四十年前' 即使是证明如下 的命島 存在的一个整数 C ， 使每一个 > 2 
的整数都可表为不起过 c 个素数 之和， 也被认为是现代数学家力所不能及的事. 

在1770年， Waritig 提出了下面的猜想 4) ; 每一个自然数都是四个平方之和， 
九个立方之和，十九个四方之和，等等.他的言论表明了他相信：对于每一个给定 
的整数 fc > 2,恒存在一仅依赖于 fc 的整数 s = ^( fe ), 使每一正整数都可表为不超 
its 个非负整数的 fc 次方之和， 

Hilbert 5 ) 在 1909 年 （Waring 提出猜想后的 139 年）首先证明了 s ⑻的存在 
性*以后， IIlHKpejibMaH 6 ^ 又在 1930 年_ ( Tojib ^6 ax 提出猜想后的 188 年）证明了 
c 的存在性. Hilbert 的方法虽然是很奇妙的，但它在堆垒素数论的近代发展中，并 
未显示出其功效.但另一方面， IIlHHpejibMaH 方法是广有用逯的，我们可以用这 
—方法同时处理这两个问题.更须指出，在 HlHHpeJibMan 的论文中，他引入了关于 
自然数集合的非常重要的概念——“正密率' 

Hardy 与 Littlewood 在这一世纪的二十年代，作出了极为重要的贡献*用他 
们强有力的方法,不仅能够得到关于存在性的结果，而且可以得到明确的上界.在 
总标 题为“ ^partitio numerorum , 的若干问题” 7 > 的 一 系列论文中，他们系统地开 
创与发展了堆垒数论中的一个崭新的解析方法.这个方法就是人所共知的 Hardy 
与 Littlewood 的圆法 A 命 G ( fc ) 表示最小的整数+使每一充分大的整数都能表 
成 s 个非负整数的 fc 次方之和.圆法可以得出 G ( k ) 的一个明确的上羿.同时他 
们在广义 Riemanii 猜想之下，证明了每一充分大的奇数都可以表为三个素数之和. 
Landau ^ 把这些结果都很好地整理在他的专著之中了. 


①取自《指数和的估计及其在数论中的应用 》+ 
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为了取消在证明 r OJ ri ^6 ax 问题时所用到的未经证明的 猜想， 并改进 Waring 
问题中的上界 G ( k )， 我们需要估计某种类型的指数和 ( B H Horpa A oB 称它们为三角 
和).因此,获得指数和的精确估计就成了近代堆垒数论的解析方法发展中的最主要 
环节了.在近三十年来，创造了一系列估计指数和的天才方法.因此， 
他对 Hardy - Littlewood 方法作了巨大的改进. 

对于 rojibflGax 问题， Bimorpa ^ OB 成功地对某种以素数为变数的指数和给出 
了非无聊的估计，他证明 1 了命题 （ B ) 对于充分大的奇数是正确的. BoposiiKHfi 11 ) 
经过计算证明了，每一奇数 n > e el6 ° 38 都能表成三个奇素数之和， 

后来， JIhhhhk 12 ^ 沿用 Ilardy - LIttlewood 原来的方法，并借助于 Didchlet 函 
数的零点的知识，亦证明了同样的结果. ^ 

另外一个研究 rojiB ； i 6 ax 问题的方法就是“筛法' 这一方法是 Erathostenes i3) 
首创的. Bmn 14) 与 Selterg 15 ) 分别对这一方法作出了重要的改进.由这一方法所 
得到的最好的、己经发表的结果是 16 \每一充分大的偶数都是两个素因子个数各 
不超过3的整数之和,但是无论如何, Selberg 17 ) 曾经宣布过，用他的方法可能证明 
每一充分大的偶数都可表为一个不超过2个素数的乘积及一个不多于3个素数的 
乘积 之和. 此夕卜，应用 JIhhhhk 1 s ) 的大筛法， Renyi xy ) 证_ f :每一充分大的偶数都 
是一个素数及一个素因子个数不起过某一给定常数的整数之和. 

我们称在 Waring 问题的研究中所遇到的指数和为 Weyl 和. Weyl 20 ) 在关于一 
致分布的开创性工作中，最先便用了这种和.因此，他也是首先给出这种和以非无 
聊估值的人，他的估计成/ Hardy - Littlewood 关于 Waring 闲题的研究方法中的一 
个最主要环节. BHuorpaaoB 与 van der Corput 作出了关于估计这种和的重要贡 

織， 


BuHorpa 耶 b 叫在1935年发表了一系列关于 Weyl 和的论文，他不断地改进 
着自己的结果.他的方法的最后形式被收集在他的选集％之中.在华罗庚 23) 的 
专著中也有着 BiiHorpaaoB 方法的略为改进了的形式， Bimorpa ^ oB 方法的价值不 
仅在于它能成功地用于 Waring 问题，而且它还有效地应用于素数分布论 ， Riemann 
C - 函数论及 DiricUet L - 函数论， 一 致分布及 Diophantine 逼近论，高维捕球中的 
格子点估计及 Prouhet 问题等等，例如，用 BimorpawB 的结果可以证明，不超过 z 
的素数个数等于 


li a: 4- 0{xe~< loE x)3/5 ) 24) . 

我们称下面的问题为 Prouhet 问题 2&) (有时也称为 Tarry 问题或 Tarry-Escott 
问题 h 即寻求最小的整数^使不定方程组 
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有非无聊解，也就是说， A， …， h 不是奶 ，仏 的重新排列，华罗庚叫 指出: 
估计 Prouhet 问题的解数是 Bunorpa ^ OB 方法的主要环节；另一方面，这一方法也 
能用于 Prouhet 问题. 

改进 G ( k ) 上界的另一重要环节是寻求方程 

4 + . … 十 4 W 十 ■.. 十 # 

的解数的上界 3 此处 z 与&都是适合某些条件的整数. 

BHHorpa ^ OB 27 ^ 证明了 G ( k ) ^ 3 ft log A ; + llfc ， 而 Davenport 2S) 则对较小的毚 
作出了重要的贡献，& -= 3时，较好的估计 G ⑻孓7 则是属于的.运 
用 BHHorpa^OB 强有力的方法， Dickson ^ 0 ^, Pillai :n) 与 Niven 32 ) 证明了：当 Jfc 一 4 

与5，* > 3及 (|) fc -[0 fc ]< 卜 (•/{ (暑广+ 3 }时 ，每一 整数都能表成 SW = 

2 fc + [( l ) k \ - 2 个非负整数的友次方之和* Siegel 3 ^ 则将 Hardy - Littlewood 的圆 
法推广到代数数域上去. 

Van der Corput 3 ^ 给出了估计 Weyl 和的另一方法.这一方法对圆内整点问 
题、除数问题与几何数论的其他问题，以及 Riemaim C - 函数论中的 Lindel 6 f 猜想， 
都有着重要的作用，以后，他本人， Tichmarsh 与 BttHorpemoB 又推广与改进了这个 
方法. 

关于 L 函数及模函数论，请读者参看百科全书中另一些专著“特殊的 Dirichlet 
级数及其应用”与“解析数论中的模函数论”.同样，本书亦不包括超越数论及 
Diophantine 逼近论.关于这些主题,可以参看熟知的 Siegel , Peji 和即与 Koksma 
的书（见后面的参考书籍). 

Erdos 教授 1 jXhhhwk 教授与 TViran 教授都对木书提供了宝贵的意见,作者仅 
向他们致以衷心地感谢.在准备这本书的手稿时,又得到了越民义先生与王元先生 
的帮助，作者也借此机会向他们致以谢意. 



第 1 章初等方法 

1.1 密 率 


命 a 表一由一些互不相同的非负整数 a 所成的集合.命表 si 中不大于 
n 之正整数的个数，即 A(n) = L 1 ， 在此需要注意0并不计算内.若 a > 0 

为使 A { n ) > an 对于一切 n > 1都成立的最大正数，则称 9 t 具有正密率^显然 
若^=1，则21包有全体自 然数. 引入记号 9 M ，£ F ( n )，/? 及 （ c , C ㈨ ， 7 ,其 
间之关系一如 9 t , ^ A { n ), a . 

所有形如 a H - 6 {a G 13,6 € S ) 的整数所成之集合称为21与》的“和集”， 
记为£ = 2 t + ® ,关卜91与58的和集 C 11111叩€刀1>1^油 6) 很简单地证明了下面两 
个重要定理： 


( A ) 若0€51，则+ 

( B ) 若0现及 a +胗1，则 7 ; 1，即集合£包有全体自然数. 


命 2 边= e = a 十 a， 并用归纳法定义 5 a = 9t + ( g - 1)21，则由 （ a ) 可知，蠘的 


密率 ^1 ~ (1 — 命 so = 


log 2 
1 一 (X -i 


+ L 则 如21 的密率又由 （ B ) 可知, 


集合 2^ a 包有全体自然数， 故得： 

(c) 若 a 包有0,则每一正整数都可表成 a 中2卽个元素之和. 
IIlHHpejibMaH 给出/集合具有正密率的判别法： 


(D) 命 2T 表一非负整数之集合，其中的元素允许重复,命 a 为 2T 中不同元 
素所成之最大集合.命 r( a ) 表示 a 在 51* 中_现之次数，若有 Y > 0,使对诸 n > 1 
都有 2 

^ H r ( a n （ IZ r2 ⑷)， 


则21有正密率 a 会虬 

事实上，由 ByHjmoBCKwH-Schwarz 不等式可知 

X) r(a) j $ J2 r2 ( a ) ^ r 2 (a). 




- 204 * 


指数和的估计及其在数论中的应用 


以上就是 niHMpejn^aii 关于正整数集合的贡献的主要部分， 

命 2 li ，2 t 2 i …，礼，为密率都是 a 的 s 个集合. Xhhhhh 35 ) 证明了：集合％ + 
212 十. ■ ■ + 21^ 的密率 > rnin ( l T 

Mann 叫在1942年证明了重要的猜想：^ > min ( l，a + /?). 以后， Artki 与 
Scherk ：i7) 乂简化了 Mann 的证明.请读者参考 Ostmaim 38 ) 的书，在那里详细地阐 
述了密率的理论及其应用+ 


1.2 Hilbert-Waring 定理 

在讲 JIhhhhic 19 ) 关于 Hilbert - Waxing 定理的初等证明之前（在此稍有简化与改 
进 4 Q ) , 先证明下面两个引理， 

引1命会 0. 又命 g ⑻为不定方程 


soim + X 2 V 2 = 
的整数解数，则 


< l ( n ) < 




l^m| ^ Y , m=l ， 2, 

⑴ 

(^ r)K 

iH 

若 n = 0; 


cf|sn 

若? i 一 0* 

(2) 


当 n = 0时，引理显然成立.当 n # 0 时， 只要证明在条件 （mW = 1及 
N a I 《义下，⑴的解数 q r ( n ) < xr 即可.不失一般性，可以假定^ r . 


命虬迖是⑴的一组解答，则其他解 y u y 2 可以表成 y 1 = y [ + tx 2 , y 2 = y ^ tx l . 
因此 M —W <义所以 

xi xi 


咖 k E E rn «^ y - 

由引理立刻推出 

X ； /⑷ < (XY) 3 . (3) 

\^ K 2 XY 

引 2 命 fc > 2 及 


f ( x ) = akX k + + ， " + axx 7 《 P， … ,ai C P 卜 1 

为一整系数多项式 ，则 



e 2 rei /( a 0 a 


gfc-i 

da « 


⑷ 
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此外与记号《有关的常数仅依赖于 Jt. 

仅仅是为了方便，我们才在这里使用了积分，我们可以毫无困难地把全部证明 
都用初等数论的语言写出来. 

当 * = 2时， （4) 之左端乃方程 

/( 工 1 ) + f(X 2 ) - }{Vl) - fhn)= /( 工 3 ) + /( 工 4 ) 一 f(V3) - fd 

《尸， Vm 《 P ，TTl = 2 , 3 , 4 

的整数解数,显然它不超过方程 


z\W\ 十 之 2 切 3 = z^W2 4 - z m 《 F % w m C P, m = 1 T 2,3,4 

的整数解数，由此，由 （3) 可知，引理当 fc = 2 时是正确的，现在用归纳法来证明引 
理.由于 

in 12 mi 


E 

x—Q 


27tif(x)a I -E 0 -2K\f(x)a 


e -2 ni /( a?)a ^ e 


2iti/(a:+A)a 


x=0 


一 X 在 — 


^ Q 2izihtp(x,h)a^ 

: E =1 

此处 52' 表示经过所示区间内整数的某一部分集合，而 


fc ) = { ft 
0, 


( f(x + h ) - 若 A / 0; 

若 = 0, 


故由 Holder 不等式可知 


P 

2-§* _s 

p 

ac=0 

^ofe-3 

<F S - 

-1 ^ 

\h\^：P ^=1 


〆 〜 ^ r { n)e 
|^|<P n 




(5) 


此处 

p 

r(n) - f 1 V' e 2jdifi{x ' h ^ e~^ n ^A0. (6) 

九卜 o I 

由归纳法假定可知 r(n) « 〆 〜 - 1 ), 所以由 （3)， 再将 （5) 式四方，并从0至1 
求积分，便得 
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< p 4 (8^ 2 - l ) 


< P 4(8^ 3 -1) 


0 


Y! ^ r{n)e 2nihna da 

\ h\^P n 

^ r(n) 咖 ') 咖 ") 咖 〃’) 


4 


<p 4(S^^X) + 4(g fc-2 一 （ft 一 卬 + 3{Jfc ^ 1 + 1} 


取 91^ 为整数 



Xi + ' 1 

" + 4 

所成之集合，此处 

各自经过全体非负! 

■H 

K 数. 定义％ 为 a ? 中_不同元素所成之 

最大子集+命 Cl = 

1 及 r ( a ) 为不定方程 


4+…+ 4 

= a ， ^ ^ 

的解数，则显然 

^咖)》 ( 

— > 

l / 



、/ 

又由⑷可知 




^ r 2 (a) < n ^ 1-1 ， 

l ^ a^n 

故由定理 （ d ) 可知，当 ft > 2 时，集合 a Cl 有正密率 } 因此我们证明了 

HUbert-Waring 定理对于任意整数 fc ^ 2 , 互存在一仅依赖于 ft 的整数 
名= s ( k ), 使每一正整数都是不超过 s 个正整数的 A 次方之和. 


1.3 筛法及 HMHpejTbMaH- rojiEflSax 定理 


Mobius 函数 ii { n ) 是正整数 n 的函数，其定义如下 ： M ( l ) = 1;若 n 能被一素 
数的平方所整除，则 M ㈣ = 0;又若 n 为 r 个不同素数之乘积，则 M ( n ) = (- 1)' 
古典的 Eratosthenes 筛法可以用下面的方式陈述 出来； 命 P 为< $的全体素 


数的乘积，则 


L M (<> = 

d \{ P , n ) 


1，若打无<$的素因子; 
0，其他情形， 


⑺ 


命 S 为由 M 个相同或相异的整数6所成之集合，^为®中不能被 s f 的 
素数整除的元素&的个数，则得 


b 



⑻ 
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交换 （8) 中的求和次序,便得 


d\P d]b 


J>(d)iV(d )， 

PIP 


⑼ 


此处凡 =^ 1 为©中能被 d 整除的元素的个数, 


用 Eratosthenes 原来的形式，可以将 （9) 式叙 述为： 先减掉集合55中为 
2,3,5，一(素数贯）倍数的元素的个数，假如一个数为两个素数的乘积所整除，因 
为它被计算了两次，所以需要添上 ® 中为2.3, 2,5, 3.5,…（两个素数乘 
积的贯）的倍数的元素的个数，又因为被三个素数的乘积整除的元素，共计算了 

(=)-(;)=0次，所以又需减掉 ® 中为2 . 3 . 5, . ■ •(三个素数乘积的贯）整 

除的元素的个数，如此等等. 

若 N ( d ) 有渐近表达式 


N(d)= g(d)^ + R d , 


( 10 ) 


此处 S ( d ) 为无平方因子数的积性函数，则由⑼得 


d\p 

p\p 


9 - f) +: k 


\Rd 


( 11 ) 


的. 


除了一些很显然的情况外， （11) 的余项常常比主项更大，因此 （11) 几乎是无用 


Bnim 14 ) 对筛法作了重大的改进.命 


2=pi<p 2 <-<phn^i 


为< S 的全体素数，又 


ho ^ /?! ^ ■ , + ^ ht— 1 ^ 


为一整数集合+命 Q 为具有如下形式的整数的集合： 

of = 1 ， d ~ PriPr-2 ' T ' Prjt 

其中 ri > V2 > - r > r s , r J < 1 < j < & 则得 


( 12 ) 


⑷ 


d|flr 
d 龟 Q 


— 1, 若 D 无 g 《的素因子 
>0，其他情形. 


( 13 ) 
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事实上,若 n 无< $的素因子，则 （13) 式显然成立.若 n 有< €的素因子,则以 PO 
表示 n 的最小素因子.当 d G 丨 n 及 d 的素因子个数为奇数时，我们就定义山 

如下：若 po 丨式则也=立；若如十 d ， 则 rfi = dpo ， 因此4 | n,di G Q 且4的素 

Po 

因子个数为偶数.由于每一个 d 都唯一地对应到一个山，故得 （13) 

由 （13) 可知 


^ = H ^ 1 

6 微> d€Q 华 

+ 0 ( J ； 叫). (14) 

对于各种问题，我们选取适当的‘… ，“ 就能得到 AT e 的上界. 

其次，我们用另一集合 C 来代替集合 Q •命 kOka …为适合 
下面条件的整数集合： 


{i — 1 ^ prj P't^ * ' * y S S 2 亡 + 1 ， 


其中 n > n > … > r a 及 n g 对应于 （13)， 有 


E 咖) 


=1, 若 《 无的素因子; 
^0,其他情形. 




类似地，我们得到％的下界如下 


E 


fi{df)g{df) 

d f ~ 


E 丨心 

\ d f € Q /f 


(15) 


取 93 为整数 


x(a — x ), 1 ^ ^ ft 


瞄集合.再适当地选取 （14) 中的 匕(1 < 1 < t - 1). UlMMpejibMaH 证明了 T 面的结 
果 ？ 命 r ⑷为方程 a = pi + P2 的解数，此处 Pi , P 2 为素数，贝！ J 


r ⑷《 


M 2 ( k ) 


a 

* 



与§1相同的记号，取 sr 为由整数1及诸整数《二 pi - hp 2 (i < pi , P 2 < ⑷所 
成的集合，则显然有 


E +) = 1+ E o ( E ，) 2 》(^)' 

Pi 矣 9 
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又因 d 与 rf ' 的最小公倍数 {d u d 2 } > (邮)纟，故由 （16) 得到 

E 々)《 E 

4^ n IO & a d \ a U d f \ a a 

《 n2 v 丄 V i 
l 0 S 4n ditn M ^hin 

d\a,d*\a 

n 3 ( ▽ 1 \ 2 n 3 

lo ^ n \ ihkn ^) 《 W ; 

于是由 §1, 定理 （ D ) 可知，由 1 及可以表为两个素数之和的诸整数所成的集合具有 
正密率.因此由定理 （ C ) 我们得到下面的享有盛名的定理， 

mHHpejibMaH - rojit ^6 ax 定理存在整数 e ， 使每一整数都是不超过 c 个素数 
之和. 

命 s 表示最小的整数，使每一充分大的整数都能表成不多于 s 个素数之和+ 
IIlHHpejifcMaH 的方法不仅证明了 s 的存在性，而且可以得到 s 的明确上界，他的方 
法给出 s < 800, 000. PoManoB 41 ) 又在以后证明了 s < 2208* 沿着这一方向，还有如 
下更进一步的改进 t Tleilbromij Landau 与 Scherk 42) 得到^ ^ 71. 而估计3 < 67，则 
是属于 Ricci 43 ) 的+ 

在 （15) 中选取适当的 * o , fc lT …， Bnin 首先证 明了； 每一充分大的偶数都是两 
个各不超过9个素数的乘积 之和. Rademacher 44 ) ^ 9改进为 7 T 而 Estermann 45 ) 
又将7减至 6. 

ByxniTaS 46 ) 成功地以4代替了 6,他改进这一结果的主要想法如下：命 

^ = Pi < P2 < r - < pk 

为不趙过 V 的全体素数.又命 

( 切） a; ai, fei ； b 2 ； …； tjt 

为适合下面条件的整数集合 ： 

0 = 0 或 1 ， 0，i 0 ^ ^ ^ j 1 ^ i ^ J 

而命 F w { x , y ) 为适合下面条件的整数 n 的个数： 

n = a ( mod 2), n _ a ^ mod ^ i ), 
n ^( irLodpi ), 1 ^ i < 

则得 

F w {x] p s ) ^F w {x;p s -i) - F^ a 
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- + 2 仏 0 $1 0 IS 1， (17) 

命 " > u > 2.将^与忠士之间的素数依次排列为 Pt ^xi < p , +1 <…< PJt < 
< pjb + i , 则连续运用 （ I 7 ) 便得 


_ k 

F w (jTJ u ) = yj (^?J X ^ 〉: 

l = t+l 



k 

' J 1 F < 



+ 2*0. 


(18) 


B y xmTa 6 用 Brun 方法证明 j % 存在两个非负的阶梯函数 A ( w ) 及火乜)，使当 x 
充分大时，下式对于 w —致地 成立： 


1 c^X 

H u ) : ~ — ^ F w ( x \ x ^) ^ A ( u ) ― 2—, 15 > u > 2. 

log x log x 

由 （18)， 我们可以构造两个阶梯函数 

Ai ( w ) ^ A ( i ^) — 2 / A ( z)^~-dz 

Ju—X ^ 

及 

Ai(u) ^ A{u) - 2 厂 A 

J 乜―1 艺 

它们分别具有与 A ( U ) 及」(坳相同的性质，进而言之,我们有 

A ㈤ 矣 Xi(u) < g(u) ^ Ai[u) < A(u). 

不断运用这个原则，并经过一些复杂的计算,就能得到 ByxmTae 的结果 




Seiberg 15 ) 17 ? 47 ) 对筛法作出了另一重要的改进. 

命 Ai ， 為…为一实数贯,它满足 Ai = 1，且当 d > v ^时，心 

=1,若打无<?的素因子； 

d\(n,P) 


0. 则显然有 



此处 P = 弘因此 

〜 = E (IZ" ⑷) 

& K d \( b , p ) / b y d \{ b , p ) ； 
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J 2 JL x ^ Xdf 12 1 


d\F d f \P 


N Y 2 12 XdXd 




dlF 4 J |P 


{ d〆 } 


+ EE Xd ^ d *^{ d , d f }^ 


d 在 v/7 
d|P d^P 


此处 { d y d ^} 表示 d 与 的最小 公倍. Selberg 定出了使二次型 


E E 心 


g ( K ^}) 

{d, d f } 


^ d f \p 


取极小值的诸 A ， 从而得到了 的上界. 

为了估计 巧 的下界，我们假 定 h = 1.若 p 容&则八 

0. 易知 


;若4 > 则 Ad-p 


V P 


i- E 

p|(n,P) 


E 〜 


p 


I fll 冷 p' <p 


H ： o ： 


若打无 < ^ 的素因子 
其他情形. 


故得 




b 


z 

p|(W 


vp [] 

irh p \ ) / 


dICb . p ) 

p f \d=^p f <p 


：N -^2 52 S ^2 1 


喊 ^ y/f 在 （4% 

j> J |d^-p^ <p p ; |d J ^-p f <p 

d|P d f \P 


b 

p{d,d f }\b 


N 


E 


9(p) s~^ 、 、 ^({d, 

~T ^ 厶 “ p h #} ) 

^ d， ^Vi 

Jj / |d=S-J3 / <jJ P r \d f ^yp r <P 

d\p d f \p 


-EE 


^5? 




< J > p / | d / =»^ P^<p 

^\P ^IP 


定出诸 A s 使表达式 


E 


9(p) y' 

P 叫 V ? 

p / l,4 ; ^p y <p =*P^<|> 

c£| 尸 d f \P 


-Vf 


Ad-p 入 i’'p ^ p - ld . d ^} 


取极大值,我们便得到 iVf 的下界. 
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就已知的各种情况而言， Selberg 方法都比 Brun 方法精密.例如， Shapiro 与 
W a rga 48 > 用 Selberg 方法证明了：每一充分大的自然数都是不超过20个素数之和. 
尹文霖在应用了渐近密率的两个结果之后，证 明了： 每一充分大的奇数都可表 
成不超过17个素数之和. 


Eratosthen ^- Brun-Selberg 筛法还可以用到许多其他问题上去+我们现在列举 
一下这些问题的最近记录. 


区间（人 A + JV ) 中的素数的个数< 


log AT 


此处与。 


有关的常数与欠无关 ( Selberg 47 ^). 

不超过 W 的孪生素数对 ( P ， P 十 2 )(p < iV ) 的对数 S l&H 


log J AT 


log log TV ( Selberg 47 )), 


固定常数 Q < 6 < 1 , 则在算术级数 fc n + f(n = U 2, ".) 中不超过 z 的素数的 


个数 


^ -+ o 

p ⑻ log i 


log 2 X 


log log 


此处与 0 有关的常数对于适合 A : < ^的 fc 都是一致的 (^ lyjraHOBCKiiH 50 ^). 

若 F { x ) 为无固定素因子的既约 A : 次整值多项式，则当: r = 1,2 ,…， iV 时，使 

F ( x ) 为素数的: r 的个数 S 此处 7 为 Euler 常数，而沖 

及与。 有关的常数都是只依赖于 F ( w ) _常数（王元 51) ) 

命 I 为适合不等式 

lQ g 5 ?+6 f) 《 L09 邛十 


的最小整数 . Kuhn 52 ) 证明了：存在无穷多个整数&使 F ( x ) 为不起过 i + /c 个素 
数的乘积. 

关于以上问题的过去发展情况，请参看 Hied 43 ) 53 ) 及 Heilbronn 54 ) 的文章， 

王元呻综合运用了 ByxmTaS 方法与 Selberg 方法，从而证明了每一充分大的 
偶数都是一个不超过3个素数的乘积及一个不起过4个素数的乘积 之和. A . M . Bm - 
HO rpa WB _ 在运用了 Riemann <- 函数的某些性质之后，证明了每一充分大的偶数 
都是两个素因子个数各不超过3的整数之和. 

在广义 Riemann 猜想之下， 王元邶 证明了每_ -充分大的偶数都是一个素数及 
一个素因子个数不超过4的整数之和.同样亦证明了存在无穷多个素数扒使 P + 2 
为不超过4个素数的乘积. 
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1.5 素数定理的初等证明 


是否可以不用复变函数论的理论来证明素数定理町)，这对于数学家来说，是一 
个长期悬而未决的问题•命 7 r ( x ) 表示不超过 a : 的素数的个数，所谓素数定理，就是 


lim 


7r(a:) 

x 

logx 


( 20 ) 


不久以前， Sdberg ^) 与 Erdos 50 ) 才找到了一个适合上面要求的证明. 

大家知道，我们可以不用复变函数论的理论来证明下面这些 结果： 
a ) 


0 < ci < 


7r(x) 

~X ~ 

logx 


C 2, 


>2. 


( 21 ) 


b ) (20) 等价于 


lim 


㈣ 


( 22 ) 


0 ( x ) — log p ; 
c ) 


E 


logp 


p 


log X + 0(1). 


以上 都是 1 " leSHimeB 的结果. 

Selberg 证明的起点就是他的著名恒等式: 


咐 ” og € + [Og log g + 0($). 


(23) 


这是下面广义的 MoMiis 反演公式的 推论： 方程 


阼 )=5/® 


log 


(24) 


等价于 


= F ( x ) Ioga : + y ^ Fp ( n )， 


(25) 


此处当 n 为素数 p 的方幕时， = logp , 否则 yl ( n ) = 0 .置 F (; r ) = ^ ^ l ( n ) - 


tr ^ a ? 


x + 7 + 1(7 为 Euler 常数)，则由 （24) 可知 G ( x ) = O { log 2 ^}, 故由 （25) 可得 
(23 )(Tatuzawa 与 Iseki 60 )). 


, 214 * 


指数和的佔计及其在数论中的应用 


素数定理是（ 2 3)及下面这条与数论无关的定理的 推论: 
命 K ( x ) 为非负递减函数， 




g(x) = J X e u dK(u), 

(26) 

若当; r - 

— oo 时，有 

0 < ci < g(x)e^^ < c 2j K(x) ^ x 

(27) 

及 


1 f x 

9i x ) + - / 5( 怎 - u)dg(u) ^ 2e* 

x Jo 

(28) 

则当; r - 

4 00 时， 

g{x) ^ 

(29) 


取 K(u) — ^ — > 则没 ( 怎 )= fl(e £ ) ; log P- 关系 （ 27) 鏡是 HeSumeB 定 

理，而结论（卽）就是素数定理.素数定理的证明虽然是初等的,但却是十分复杂的 + 
Selberg 的初等方法还可以用来证明很多以往曾用解析方法得到的结果 . 现在 
我们列举这些结果及其作者. 

命表示不超过 ; r 且 e l(mod q ) 的素数的个数.若 （d) = 1，则 

^{ q )\ Qg x (Selberg 61) , Shapiro 623 ). 

每一个二次 原型似 2 + 2 ㈣ 十 cy 2 (a >0, D ^ b 2 - ac 非平 方数）可以表出无穷 
多个素数 （Briggs 65 ))+ 

命 AT 为一代数数域， 7V P 表示素理想数 p 的矩，则 

叹⑷二 J2 1 - (Shapiro e4) ), (30) 

N p ^x xo ^ x 

Forman 与 Shapiro 65 ) 还证明了一个抽象素数定理，不少素数定理都是它的特 
珠情版 


1，6几何数论的初等方法 

命 A{x) 表示圆 u 2 + < x 内整点（％ 0 的个数. Gauss 的“圆问题”就是去 

寻求最小的 t?， 使 


A(x) — kx + 0(x^ r£ ) 
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对所有的 e > 0都成立.类似地，命 D(x) 表示双曲线 S > 0^ > 0内整点 
( u〆 ） 的个数. Diridilet 的“除数问题”就是去录求最小的氧使 

D(x) = x log re-h (27 - l)x + 0 (x^ £ ) 

对所有的 e> 0 都成立，此处 7 为 Euler 常数.迄今为止,这两个问题都述没有解决. 
Ga 讎刪与 DiricMet 67 ) 曾证明过这里我们将概述一下 Bimorp 邮 ob 68 ) 关于 

|的初等证明+ 

弓 I 命肌为整数， 2 ， fc 彡 1 ， 

Af+tn— 1 

x=M 

此处/⑷在区间 x<M + m - l 中定义，它有二阶导数，且适合 

则 

S — -m (fc 2 m log d 十 kA)A' ^ 

证命 t = 我们按照 f{x) 将求和区间分成若干子区间 . 取则 

有 一 对整数 ( a ^ mi ) 满足 

d 1 

f\Mi) - — C -，0 < mi ^ t ? (ai, m!) = 1, 

TTli JUlT 

命负表示分和 

M± -f mi —1 

A = E ⑽ }■ 

x=Af\ 

其次，置 M 2 = Mi + 叫，则有一对整数 （ a 2 , m 2 ) 满足 

f f (M 2 ) — ^ -， ◦ < 7712 在 T ，（< X2 , 饥 2) = 1* 

TT12 [ 7T3»2^ 

再命 

A/j + m 2 — 1 

S 2 = [ if( x )}^ 

X=rM2 

进而言之，取 = M 2 + m 2 如此等等.假定经过 s 步后得到 


0 ^ Al + TJi 一 1 — <! t , 
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则得 


| 5 — Si —，"一 氏 t + 1* 
引理的证明可以分成两步： 第一， 估计每一分和，得 


SV — 7 ；爾 v 


< -(k 5)* 


第二，证明步数 s 《 —log A +4 - 引理证完. 


在 II 问题上的应 I . 显然 


A ( x ) = 1 H - i [\/ x \ H - 8 ^2 W x ~ u2 \ ~ 4 




J 


2 


命 


[ W - 社 2 1= E ^2 { y / x - u 2 } = - [ 2 

由 Euler 求和公式得到 

Ei = r + ! + G _ { 71 }) 々 - ^ + ° (1), 


又由引理可知 


因此 


S 2 = + 0 ( x^log x ), 


j4(:) = kx- {- 0(x^log x)^ 


在除 *1 [问® 上的 鹰用. 显然 


释)= 1 = 2 XI 

1<UV<X V * 


X 

.Ul 


一 _ 2 . 


由 Euler 求和公式可知 

2 E 


X 


u 


X log X + 2( 备- +2jx-\-0(l) 


命如为适合 ； vS ]2- f « > 2 x ^ > 的整数，则由引理可知 


e e=s 


E 




t =0 


{ X u } +0 ^ 


1 章初等方法 


. 217 - 


故得 



= |[v^] + OOr.log 2 aO- 


D(x) = x log x + (2^ — l)x -h 0(j ： Hog 2 x) 


附注 . Jarnik 69) 推广了 Gauss 原来的方法，从而证明了：命 Z ) 为一 Jordan 域》 
其面积为為而周长为 L ， 则 D 中的整点个数 iV 适合 


N^A\<L. 
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2.1 Weyl 方法 

Weyl 在他关于一致分布的开创性工作中，首先引进了一个给予指数和以非无 
聊估计的方法.这个方法基于不等式 


a+P 

〉: e 23 tiaar 
x = a+l 





(31) 


及下面的 引理： 

引命 > 1 ，又命 f(x ) 为实函数及 

A Q(x) = l(Q(x^y)-Q(x)\ 1 = 


我们用记号 f 来表示在有限多个区间上的求和 7 而这些区间的长度之和《 P . 于 


是当 1 S # <1fc 时，有 


p 


p p 




加 （ yi …如 厶… A /(〜 十 1)) 

wi 


(32) 


yi 


VfA + l 


此处与 《 有关的常数仅依赖于 + 

易知，当 /i = 1 时引理成立，由归纳法及 BynteoBCia^-Schwarz 不等式得到 


i/r = i / 2 ^ i 2 « p 2{2 


JLi —1. 




v^-1 Vi 


p 


p 


《 P 2 〜， 

Vi 


Pi ypL—i 工蚪 

.2 

Z. e 


2 


— i vi 


故得 (32). 

取 / ㈤ 为 fc(> 1) 次多项式 5 /㈤ 二 a# +…，则由 （ 31) 及 （ 32)( 取 // = *-!) 

得 


时 P 

2fc-l 

P 

p 

P 

e 23ti/(x) 

《广， 1 - 

卜 〆 乞… 

E 

e 23d^!yi-| 

i=a+I 


yi 

Vk-l 

疋 k 
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< P 2^- l ^ p 2 h 


此处*表示条件奶…许―】#0,而 


})' (33) 


{ 0 } = min (/?- [/3], [/?] 十 1 -外 

由除数函数的性质可知，对于任意 0 ? y = 的解 答奶, 

组数为0(户）•所以 ’ 


，灿- : i 的 


a-hp 

^ 《 p 2 k ~ J ^l p2 fe - L -*+ € p 

a3=a+1 o < v r ^ cpfc-i 

不等式 （34) 有着广泛的 应用； 

例 1 若 a 充分小，例如 a = ofP - a - 1 ))， 则 


両 


(34) 


O+P 

E 

jr=a+l 


,2m f(x) 


《戶 2 b 1 -1 + J3»2 fe ^ 1 — fc+ff 


^> n ( p ’ T ^, 


< P 


《 P 2i 


2 k ~ 


p 2 k - 1 - k-he _1 


Y\a 


i 2 k ~ 1 - k -^-2 e 1 


1 

a 


即对 £ > 0, 


aH-P 


〉 : ^ 加 /㈤ 《 pl~2 1_fc _|_ pi-A ； .2 1_ *+f - a I 


33= a+I 


例 2 若 Q ： fc ， …，皆为实数， [ ft ] 且 

/( 疋） = + …+ CXiX + Otfs — — ^ ~ 7 (h^q )= 


|^/ W<<jPl+v (* + 卜泰) 


证明依赖于下面的不等式 


J 2 min ( ^ 


it-i 




pk—l 


+ 1 ) T ( E 

y \ v=/+i 

+ iY ( p +^ log ?), 


mm 


, 0 7 ^J 



+ 220 - 


指数和的估计及其在数论中的应用 


2.2 Van der Corput 方法 


如果分析一下上节的方法 7 我们就会发现这个方法的两个重要步骤为： 1) 运用 
k - 1 次 EyHHKOBOarft - Seliwarz 不等式，及 2 )直接处理 k ^ 1 的情形，由于 Eys 
flKOBCKHM - Schwar2 不等式用得愈多，估计愈坏，所以这就建议了这样一种做法： 1) 
直接处理 A ; = 2的情形，及 2) 运用 A : - 2次 ByHJiKOBCKH 色 -Schwarz 不等式.下面的 
Hardy - Littlewood 70 5定理指出了这是可 能的， 

命汐 > 0, i ? i 为实数及 A <尽则 


B 


si 

fl ^ e ^(^ i ) ： 

仰 : t = A 分 


- 忐 )’ 


(35) 


此处表不项 3： = j 4 及0： = B 仅取其值之平_ 


由庇可见, 


2^ 、 2 叫知 2 + 如 )< (B - A) ji? 1^ + 


(36) 


这由 van der Corput 34 ^ 成功地将它变成下面的定理. 

定理 1若/(4为实函数，它在区间 ( a y b ) 中 有二阶导数，并且适合 


0 < r < /"( x ) < ftr . 或0 < r < ^ hr , 


此处 fc + 1，贝 I 

E e 2 m /( n ) +r -| 

a <7 i ^6 

下面的引理 是一个 与定理 1 类似的积分估计. 

引1 命 f ( x ) 为实函数，它在区闺 （ a ，6) 中有二阶导数，并且适合 nx ) > 
r > 0( 或 /"( z ) 矣一 r < 0)，贝 tl 

[ b e ^ fM dx ^ ® ^ 

J a 

下面的引理是沟通指数和与指数积分的桥梁. 

引2 命 f ( x ) 为在区间 ( a , b ) 中有微商的实函数，而 f ( x ) 为单调函数并且 
适合 | f ( x ) |< 0< 1，贝 U 

[e 加 /(1) = 广 e 2 埘 ⑷ cte + 0(l). 


第 2 章指数和的估计 


. 221 * 


由第二中值定理，立刻可以得到引 1. 又由 Euler 求和公式 




g\x)dx 



及 Fourier 展开 



sin2jmx 

n 


可以导出引 2. 

现在由这两条引理来推导定理 1. 显然可以假定0 < r < 1.由于 f(x ) 时单调 
性及丨尸⑻ — f ’( a ) 1< (6 - o ) ^ hr, 所以可以将区间 （ ot , E >) 分成《 rh{b - a ) 个子区 

间*在每一子区间 （ V〆 ) 中， | /'((/)- fW) ^ 故存在整数6使对任何 (of^) 
中的点; r ， 都有|/如）一叫矣1由引2得到 


J2 e 2 叫 ’⑷一…=广 ㈤ 一 ^dx + 0(1) 


而由引1立刻得出定理 

关于步骤1 )， van der Corput 引入下而 Kf u 基本小等式”来代替 ByHiiKOBCKHft - 
Schwarz 不等式：命 f{x ) 为区间 a +1 < ^ a + F 中的实函数，则对适合 2 p ^ P 
的任何 P 整数都有 


a-\-P 

^ e 2iri/W 

T=a+1 




tt+P—<r 

i y^ e 2m(/(i+cr)-/(ar)) 
ar = a+l 




由定理 1 及基本不等式得 

定理2 命/⑷为有连渎 fc 阶导数的实函数，又命 r < f^{x) ^ hriMr ^ 
^ hr、Rb - a > 1，则 

[ 它加 /㈨ 《 h 22 ~ k (b- a)r 2 ^ +(b- a 广 六， 

a<Ti^6 

此处与记号 《 有关的常数与 无关， 

另一个处理 k = 2 的方法，基础于下面的可以用初等几何 证明的 定理：命尸> 1 


及 


0 < /(2) — /⑴ < /(3) — /(2) < < f ( P ) - /(P — 1)< 1 — 么 


222 ^ 


则 
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Y e3jCi/C，l) « 或 <4. 

Tl—l 

关十不等式的证明，请参看 Ky 3^ MHH 71 ), Landau 72 〕 1 与 van der Corput 73 ) 的文章 * 

由这个不等式及归纳法（即基本不等式）得到 

定理3命为在医间 0 + 1<”^0 +户中有*阶导数的实函数. 
若对区间 a + l^x^a + P 中的全体 f 都有/⑷⑷ > r > 0( 或/⑻⑷ < 一 r* < 0 )， 
则 

I, E < 尸 ((会厂 六 + (rP fc 厂六 + (x) ^)' ( 38) 

此处 i ?= 严 -"(a + p ) - /^-^( a +1)). 

定理 3 略佳于定理1,但在许多应用中，定理1与定理3是等效的. 

Van der Corput 74 ) 还将定理1进一步推广为 

定理4 命/( ㈣ 为在区间 a^x^b 中有三阶连续导数的实囷数，而 f(x) 
为通减函数，且 

/» = % /»=/?■ 

又命 

及 

2nr <| f /f (x) ]< Ar, | f ft [x) )< AR ， 




十 0(log(2 + (& - a)r)) H- 0((b - a^R^) 


请参看 BHHorpajioB 叫， Titchmarsh 7e ) 及 Phillips 77 ' 的 文章- Titchinarsh 78 ) 将 
这方法推广到两个变数的情形，这一推广的关键在于估计下面形状的二重指数积分 

ri > 疒卢 

/ / e l f^ y) Axdy. 

Ja Jot 

例如我们有 

定理5 命 f(x，y) 为在矩形 a 4 x ^ b,a ^ y ^ ,/3{b - a ^ l,/3 - a - I )中有 
三阶连续備导数的实函数+若在矩形中有 


^ ^ fxx ^ fyv | fxy \ ^ 



2.3 BHHOFpaflOB 中值定理 

无论以上所说的 Weyl 方法或 van der Corput 方法，其主要之点都在于连续运 
用 ByH 馳) BCKHiSchwari ： 不 等式； 而这个不等式用得愈多，精密度就愈差.1935年， 
BHHorpaAOB 24 ^ 27 ) 80 ) 创造了一个非常精深与强有力的方法 7 以后他又多次改进自己 
的方法.在这一节与下一节中将要谈到他的略经改进的最后结果叫.华罗庚指出， 
BwHOrpaflOB 方法主要依赖于下面 W 中值定理. 

定理 1 命 f ( x ) = akx k + …+ o ； i；r 及 

a-hP 

C k =C h (P)= Y1 e 2 卿 ) • 

x=n-\-l. 

又命 = ti ( k ) ^ 查 fe(A + 1) + 认，则 

f … f \ Ck \ 2tl “ … dafc g 

■/ 0 J 0 

此处 <5 = #( fe ) = ifc(fc + 1) (1 — i ). 

由于这个定理的重要性，所以我们给出较长的摘要. 

引1 -组整数 (也… ，如 u 假如它适合次之 条件， 则谓之“佳 

位”组.这个条件是：其中至少有 A 个，记为…，如，适合 

幻 —i — 1 $ ^ fc — 1, (39) 

非“佳位”组的个数最多是 

b \3 b H k ~K 

引2 命 C > l,Q = fiF ， iZ > l ， F>l 及 


1 < Pi < 仍 < … < 处 S if, 办— 办 —1 > 1 ， 
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此处私 …收为整数,又对于每一 Kl < k S 朴命化在区间 


一也十（办一 1)7? < 〜在 —w + g v R、 0 < w 


中变化，则使 

4 十 …+ 4 

分别落在长度不超过 CQ^ h (l ( h S k) 的区间中的整数组，办的组数 
不趨过 

{2C) k {2kH)^ k - 1 ^Q^ k - 1 l 

中值公式可以由归纳法及下面的定理推导出来. 

定理2 命&表一 5： - A k{k + 1) + * 的整数，又命 r ? 为不超过 

| logQ / log 2 

的最大整数，则 

广 … t I C h (Q) l 2 b dfd 知 

Jq Jq 

^(76) 46 max{l 1 ^ 2 )Q aA ^^ ft+1 ) + ^^r^ j … J 卜⑹ 1 ’ 去 ） 抑 叫 + 

证明分成下面三步. 

a ) 不失一般性,可以在 Cfc ( Q ) 中假定 a = 0.当7? < 2时，定理显然成立.因此， 
我们假定7? > 2.命 s 表一适合1 < s ” 一 1的整数.将 C k {Q) 分成 2 s 部分，每 
#之长度圮= Q 2 、 

cmq) = E E e2ni/w = E^^ 

g=I ( g - l ) H t < x ^,3^ 9 =1 


命 Z = ( Cfc ⑹)产 5 则 


2 * h 


^ — > : z sgi 


Z 哪， 


此处 f 表一和，其项数最多是 Af (在今后的证明中，常有此种了解 )， 又简书 




= Z 9 






z 


sgi 




如果 9nb 成一 “佳位”组，则称为“佳位”和， 而以巧 表之 * 
由引1可知,非“佳位”和的个数不超过6!3吵把非“佳位 ”和& 中的每一 
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因于分为二份.如此从一个非“佳位”和厶得出2 & 个和乙 +1 .故由全体非“佳 
位”厶中所得的“佳位”的 ^ +1 的个数显然不超过 

M s 二 !>!3 b 2 咐一 = b!6 fc 2 s(fc -' 


“佳位”的& +1 用$ +1 表之.再如前法，分割非“佳位〃和，由于& 一定是非 
“佳位”的，所以我们能够如此进行.重复此项手续，由 s = 1，2 ,… a - 而用％ 
表示由非“佳位”的获得的全体4+于是得到 

V Ms 

9=1 

b ) 由 UyHflKOBCKHft-Schwarz 不等式得出 

V M , 2 1? M s 

I C k {Q) | 26 =| Z\Hv^J 2 ^ 風 E W . ( 40 ) 

s—l 5=1 

不失一般性，可以假定 Z^ gi ^ igb (t < s < TJ — 1) 中的 g u …、 Sk 适合 （39) .把 
Z S9i (k + l^i<b ) 分成 


部分 T 每一份的形式是 

此处 it ; 与 C ?' 为适合 



giR s < Q, 0<Q f < Q 1 一是 


的整数.故由 Holder 不等式可知 

/ qi2 1 ~ a 、 2(&_fc) Qi2^^ 

UP 一 k ( Y, I C * I ) ^ (Qh 1 ^) 2 ^- 1 Y, l C * \ 2{b ~ k) 


因为 


i 2 《占 i I 、 n 


i=A+l 


故由 （40) 得到 


^ l 2 < ^ E 1 | 2 | cr n 
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此处凡 = b!6 6 2 吵 因此 


f … f 


I Z \ 2 da ^^ da k ^{ Q^ 1 ^) 2 ^" 1 


v 




义 ,i 

E Jo … h ' Zs91 Zs9k I 

C " \ 2(b ~^ da ^^ da k . 


2 


C) 积分 


f … f 1 2 agi … 1 2 | tr | 2 (— fc ) dm … d 叫 

Jo Jo 

等于下列不定方程组的觯答数： 


十 …+ 4 + # + * ■. + 3/fr_fc 
= x i h +…+ 尤沴十 1/ 产 +…+ 友 (?_ 灸 )，1 ^ h ^ k y 

此处变数 y 与 〆 落在形如 

w <y,y f 0 < Q f ^ Q J ^K O^w^Q 

的区间中，而 ar 与 Y 则在区间 

之中， s^n-h 为整数 gin 适合条件 (39). 

以 X + wRY-hw 分别代替 x 及仏则 （ 41 ) 式也就是方程綴 

Xf 十.-，+又^ + 3^十 + 

-x[ h +, ■ _ + Xp + F/ + ". + y；^ T I^h^k 
的解数，此处 y' 在区间 （ ow) 之中，而足及 x ; 则在 

—w + — l)f? d < Xi^ Xf < —ui + giRs-, 0 ^ u* ^ Q 

之中 . 

若先固定义则 ： ¥ 适合引 2 的要求，其中 i? = C = 2(6 - k)RH 
以 m 的组数不超过 


(41) 


2' 所 


R ^{4( b - fe )} fc (2 Jfc 2 s )^^- 7) Q^ (jt - 1J 

^{4(6 - *)} A (2Jfc)^ A:(fe_1) 2^ ft(A:_1 ^ 5ft Q 2 ^3( A + 1 ) + 
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又对已定的 x 及 x /， y 及 F 的组数不超过 


f … f C ^-^ r ^ dax -^ dafc . 
Jo Jo 


因此，当 1 v - 1 时 


do：i … * (1 叫 


广…厂 1 1 Z s d | 2 | C * l ^'^ da ! …細 

Jo Jo 

<{4(6 - 友)产 (2fc)i 啡 - 1 )2* sfc ( fc + 1 )- 2 AQ 2fc _i( fc + 1 ) 
r 1 r 1 1 t ! )2{b-k) 

乂 j - J \Ck{Q ^)| dai - ■ dajt. 


C k ( Q ^^ f b ~ k) da .- da ^ 


当 s D 时，由 D 的定义立刻得到这个不等式. 
由 b )， c ) 即得定理. 

关于较小的&我们还有下面的结果 . 

定理3 对于任何 e > 0,都有 


f …「\ C k (P) } x den … 《 0-4 啡 +1)+' 
Jq Jo 


此处 A 为 fc _函数，它由下面的表来定义 



10剛 


414 672 1080 1770 


当* > 12时，对于 


A ^ 2 fc 3 (3 log k + log log Ar + 4) — 4, 


可以得到同样的结论 33 >- 


2 A 中值定理的推论 

用仍然是 BH H o r p a AO B 27) 创造的“由平均至单独”的 方法， 我们得到下面两个 
重要的推论. 

定理 1 命 

0( r — — ^ = 1, I ^ q ^ P r . 


又命 


f(x) — akx k + … + a^x. 
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则当 P- 1 时， 


p 


^ e 2ni/(l) < P 1 




此处〜= 2 ft 2 (2 log k + log log k H - 3) 23 购 ■ 

定理 2 命 fc 与 P 为整数; Ar > 2* 又 f ( x ) 为在区间 （a + l，a + P ) 中 

有 （fc + 1) 阶连续导数的实函数，又设在区间 （ a + l，a + P ) 中有 




则 


a+p 


^2 e 2x]f(x) ^ e 32 ^ Wfepi-^ og 


x = a+l 


此处 p = (56k 2 logk)-\ 而与《有关的常数为绝对常数叻叫劝 )■ 

这两个定理分别在 Waring 问题及素数分布问题上有着重要的应用 . 现在我 4f1 
将指出定理 1 证明的主要步骤 . 用类似的想法可以证明定理 2. 

对于 0<y^F < 只考虑 


P 


P 


5 0 = E e 2lsi(/(i-hs/)-/(x)) E e M 步 ⑷’ 


此处 #(*) = r l!C + - - - + Y k x k ; Yj = f fc 
知 I 5b I _ I S |< 23 /及 

\ S \^ Y ^ J 2\ So \ 


aky h ^ j 十… + 


3 + 1 


， +iJ / 十 易 


Y 


V' 


由 Holder 不等式得到 


Y 


} s 严％ I s 0 l 2tl +r 3tl 


V 


命 


V 




e 


2Jti(^?i3i + … 十点 u* _1 十《 鸢災 fc ) 


若 y 固定，则 K ， … 亦定 . 命 t2(y ) 表示适合 
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{/Ji-n} ^ Y …， h - ^ \p~ k Y, 0 ^ ^ < 1 

的 （九… ,/3 fc _x) 的区域•若（的，…為- 训池则 


因此 

在区域 m 上积分得 


S 0 = S 1 ^ O ( Y ). 
\ S \ 2 t ^\ S ! | 2tl + F 2tl . 


I 5 I 冰 《 p y(fc-i)+(fc’i) y _(n) j … j I s x \ 2tl d/3i ^*d/3 fc _i ^Y 2tl 


现在我们给定一点 （亂… 而来估计包含此点的区域 f 2( y ) 的数目.可 

以证軋 Q ( y ) 的个数不超过1 + [ + 换言之，单位立方体 

Q "* 

0 ^ /?i < 1 T … ， 0 ^ 0k-i < 1 

中的每一点最多被《 ^ + p + 1个区域 Q ( y ) 所遮盖.因此 


| 5 | 2fl …| & I 叫她 …<1 凡 — 丄 +F 2 * 1 

《 p 沖 -i) + fc-i r -A=(V + g + 1 ) J: \&\ 2 “ 她 …峨 一 +n 

这个不等式是很重要的，它是沟通“平均”与“单独”的桥梁.由中值定理及一些计 
算即得定理 1. 


2,5 群的特征 

命 e 为一交换群.若 x ( …为必上定义的复函数，且对 © 中的全体元素 a , 6, 
都有 X ⑷# 0及 xO &) = X ⑷ X ⑻，则称 X ( n ) 为特征. 

若对全体 ae&iHW = h 则称此特征为主特征.记之为 X 0 ⑻‘ 

若®有有限价3,则习知®可以表成阶分别为 gin 的巡迴群 
的直乘积.换言之，®的每一元素 a 可以唯一地表为冲…此处 〜 e 0 i 及 


^ ^ Qi * 
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命 Xu { ai ) = 为⑤的一个特征，则 

B 

X(a) = X⑽(4 1 ) ■■ .X Us (4” = Q^u v <g v 

v—l 

为 0 的一个特征.因此我们得到 <9的 Si = 3个互不相同的特征.易证，这些 
就是群 


及 


例1 
义的特征 


例 2 命©为 mod g 的剩余类的加 法群， 则对每一整数 amodq , 函数 

X(n) = e 23Tian ^ 

为 ® W —个 特征. 这称为 mod ^ 的加性特征.易证,这些就是 mod ^ 的全体加性 
特征 • 

例 3 命 p 为一素数,而 ® 为 modp 的缩剩余系所成的乘法群，则对每一 a 

函数 

X(n) = 

为 ® 的一个特征.同样可证，这些就是 p 的全体乘性特征. 

侧4更一般些,命 © 为 mod g 的缩剩余系所成的乘法群 ，《 = 2“+ V /…也 
此处扒， …必 为互不相同的奇素数+当 i = 1,2,…时，定义 

Xi ( n ) = XuM ) = e 2 — 知必 ， 祇 由丫 

又当 4 +1 > 2时，定义 

( )= f (-1) 咖 - ' a = 1，2,若匕 +1 = 2; 

\ (― 1) 办 a = l 1 2 J SlCc ^2 ( - 2 , ^ s + i >2, 

此处6为由 n 三 （-1 声"- MMmodf ), 及> 0定义的整数，则我们得到 modg 的 
全体特征 

X (^) - X s + i ( n ) xi ( n ) … x 办)， ( n 7 g ) = 1. 


• 的全体特征.由此可得下面两个基本关系式: 


Ix ( a ) X » 




0，若无 〆X " 

9,若又= X ’ 


Zx(a)x(b)-{ f 1 

X \ 9 i 右 d 


一 6- 1 ; 

= b~ l . 


(42) 


(43) 


命0为全体整数所成的加法群，则对于每一实数…可得一对整数 n 定 


X(n) = e 


2 jcian 
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为了方便起见，当 （ M ) > 1时 7 常常定义 

X⑻= 0. 

若 mod ^ 的特征 X (n) 满足下之条件，即存在 g 的真因子/使对适合 n 二 
r ^ mocV ) 及 (n j ) = ( n 、 q ) = 1 的全体 n 及 n ' 都有 x ( n ) = x (^). 则称 xW 为非 
原特征.否则，称 xh ) 为原特征. 



常称首项为1的多项式为正则多项式.命 M 为含 q 个元素的域，/(4为 M 上 
的 A 次既约多项式，\0)为[?1的乘性特征.常用(/,5)表示两个多项式 /( W 与 
的结式.又对于任意^次正则多项式 5 { x ), 常置 | 以: r ) |= 定义 

收，和:^靜， (44) 

此处的和号系对 M 上的全体正则多项式 求和. 显然 

L (/， X ， 和 (45) 

此处〜=而其中_ g 通过全体^次多项式.因 x(f.g) 与 U I 都是 g 
的积性函数，故得 i 

i (/， x ，—： g ( i- ㈣ 

此处的乘号系对 [ g ] 上的全体正则既约多项式求积.以下常假定铲# Xo . 

定理1 L (/， x ， 幻为 f s 的 * — 1次多项式. 

只要证明当 fc 时,〜= 0即可.命0为 f(x) = 0的一概，并记，由 lq ] 添加 
^所成的域为则 

(/ >5) - (-1产(5，/) = (-1产坳⑼， 

此处 N{a) 表示以]中的元素关于 W 的矩,命功为以]上的延拓特征，即 

H9m-X(~l) ku x(f,9), 

此处为5的次数.记5(工）=工〃十 a ^_ ix y : +… + ao , 则得 

〜 E = … E 教满， 

Oo € [?] * 1/-1 ^0 ^(^] -1 €[ q ] 
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此处 e = x \—1). 当 v >七时，固定叫，…，，当句，…， 恥 - i 各自通过问 
的全体元素时, 5( 句通过域 [/] _全体元素，因此当 i / > fc 时， 

吖 = e v q v ~ k Y , ^ = °- 

Gh fc ] 

定理2 命 

s (f^x) = x(f(^ 

奸 [g] 

则 

S { f i x ) = q sl + -' + q Sk ~\ (47) 

此处以，■■、 外 - l 表示的零点. 

在 （46) 式两端取对数,便得 

log L (/, x ? = 

G t^=l 

另一方丽， 

oo / t —1 

log L(f, Xi 

hr^l i=l 

比较 g 的系数，得到 

fc — 1 -j 

E 〆/，）= !>(/ ， Exc/w)- (48) 

[( j ] € i €[< j ] 

由 （48) 可知，欲估计特征和 f X ( f ( a )), 只要估计 f 十…十便已足够. 
假如我们能够证明 L ( hs ) 的零点的实部都是 a = | } 则得 

, E X ( Z (^}) d 1)以* 

k ] 

关于这个问题 A . Weil 作出了重要的贡献，命 f ? 为 M 上的代数函数域，定义 
C - 函数 

11 — I 

。(和- jF ^ T ) ， 

此处21经过0的全体整因子，而 a 则经过的全体素因子，又⑼ )1 表示 
绝对矩. CM 是一个具有周期 2 m/log q 的周期函数，它在整个平面上，除了在 
^ = 0, lmod 2 ji : i/log q 处有一次极之外，都是正则的. 
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定理 3( A . Weil ) Q q { s ) 的零点的实部都等于^ 

这个定理原来是 Artin 提出来的一个重要猜 ll 对捕圆函数域的特殊情形, 
Ha ^ M ) 给予 了证軋 而一般情形则由 A . Weil S 7) 在 1 M 8 年完全解决（参看 Igusa 88 > 
与 Roquette ^) 的文章)，因为在 Weil 的证明中，需要用到代数 几何刪 的全部知识, 
所以很难在此作一简单的概述. 

Weil 91 ) 给出了定理3的另一推论. 

定理4 关于 Kloosterma 皿和 ， 我们有下面的估计： 

p-i 

^ 2 y / p . (49) 

®=i 

Carlitz [ J Uchiyama 92 ) 还由定理3推出 / 下面的结果： 

定理5 命 J ( x ) = akx k + - * + aix + 十 贝!| 

p— 1 

^ ( so ) 

a：=l 

关于 Kloostermann 935 和的估计的历史如下：在研究将整数表成 az 2 + & 〆 + 
+ dvP 的形式的时候， Kloostermann 首先引入了这神类型的和，所以通常就称 
之为 Kloostermami * 他得到的估计为 0( p ”. 以后 SaM 叫与 Davenport 叫又将 
此估计改进为 O 0^ +t ). 

关于 （50) 的估计的历史 如下： MordeU 96) 证明它的阶为 Ob 1 -〗)， 以后 Davenp ¬ 
ort 95 ) 又得到了估计此处 m 为形状如2〃 与3 *29, 而又不超过 A : 的整数 
中的最大者.因为 MordeD 方法很有启发性，所以我们在这里概要地叙述其证明过 
程 :表达式 

P 2k 

e 2m{a fc x^+ - +aia3)/p 

ar=l 

等于同余式组 

k k 

= y^^(mod p), I y^p 



的解数.显然解进而言之，他证明了，对于固定的/(幻=和#+..■十 

p 

aix , p t 叫， 存在》 i? 2 个不同的多项式 /( At 十 M)mod P 使 [ e 23ti/(Ax+M)/ ^ 等于 

TP-™- 1 

y^ e 2m/(x)/j> 因此 

v 

E 

a;=l 


i 2 fe 

e 2jci/(i)/p 《 p2fc(l-i) 
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故得定理. 

华罗庚与闵嗣鹤 97 )将这一结果推广到两个变数的情形，即 

P V 

EE e 2jdf( ，， y)/p 《 p 2 ~i\ 

x=l 

此处 f (^ y ) 为一 fc 次多项式.我们假定它不能化成一个变数的多项式，用 Weil 方 
法，希望可能得到某些改进. 

2.7 完整三角和 

命5表一 > 1的 整数， /0)为一整系数的 ft 次多项式，并且/⑼= 0,即 

f ( x ) = akX k H - 十 aix . 

我们现在研究指数和 

S(qJ(x)) = ^ 2lKifix)/q - (51) 

X = 1 

华罗庚 98 )在1940年证明了下面的 结果： 

定理1 若（叫 ai 3 g ) = 1，则 

此处 s 为一任给的 正数, 而与《有关_常数仅依赖于与 e - 

证当（奶，处 ）=1 时， 

沒(_ 2 , /( x )) = S { q u f ( q2x )/ q2 ) S { q 2 , f ( qix )/ qi ). 

因此,欲计算（或估计 )(51), 只要计算当 g =夕时的情况便己足够，此处 p 为素数. 
当 i = 1时，此即§ 12中证明的定理，现在对！用归纳法. 

由# |1 ( ka k , …， tu ) 来定义 t ， 当 I < 2(^+1) 时 } 定理显然成立■当 Z > 2( t + l ) 
时，置 〕 

邮， /W) = E E = E 5 - 

I / = l 0^ i < p l ^=1 

x=x/(fnod p) 

若 4 /非同余式 f ( x ) = 0 (mod p t+1 )(0 ^ x < p ) 的解，则得= 0. 若"为同余式 
f^x) = 0 (mod j ? i+1 )(0 ^ x < p) 的解，则易见能整除/(^ + py) — SW) 全体系数的 
p 的最高方幕适合 p € P 〜 S 因此 
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p i — 1 

|^|= Y1 ^ f ^ +pyW g v (x))l 

y =0 

此处办⑻ = p -^{ f { v + px )- f { y )), 若能整除< ㈦全体系数的 P 的最髙方幕为 p' 
则易证同余式 gl { x ) = O(mod p u_K ) 的解数不超过同佘式 f ( x ) = O(mod p t+1 )(0 ^ 
x < p ) 的根 v 的重敦故由归纳法即得定理. 

同法，我们可以证明，若 P ]f\x ) 三 O(mod p) 的根的重数 < m ，则 

S(/(4p” = 0( / 卜点 ))- 

华罗庚 9S) 还将他的定理推广到有理数域上的任何 n 次代数数域上去， 


2.8 不完整和的估计方法 

命分 W 为有周期 g 的函数，对于 ◦ s z g 显然有 

g ( x ) = e 論 t (1 一 e— 2 —? )/(i — e _ 2 叫） 

1 ^ n=l 

{ 1， 若 0 < 5F < m; 

Oj 若 m < x < q * 


因此 


m — 






£=0 




=^E/w 4 E ，⑷ E 产 ’(i - r 2 —?)/(i - r 2 心 

^ jc^O ' x =0 rt —1 




故得 


|m—1 q— 1 q ’ q—1 

乞伽 E %) J 2 f ^ e 


2 冗 i 宁 


03=0 


x =0 


二 n ㈡ 


(52) 


由此可以将不完整和的估计归结为完整和的估计.例如 1 〜>，当1 S m S g 时， 

m 

x=i 

itt4t ( a k> ■- t a 2i g ) = d ，而与 < 有关的常数仅依赖于 e 及 t 


(53) 
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类似地，若 


则由部分求和得到 


h 

CL —— 

q 




1 


qpk-i 


p 

E 


t 2?ci/(qc)a 


《 Fq 




(54) 


命 p > 2 为素数， ( a , p ) = 1 ■若;三 a(mod p ) 冇解，则称 a 为 mod j? 的 n 次 
剩余，否则称 a 为非剩余. 

命X为 mod p 之原特征.特征和 S ( m ) = Y , X ( n ) 的估计在解析数论中有着 

重要意义.例如 JImbhhk 与 Renyi 1D1) 证明/:命 AT^ in , 表示使 x(n) # 1成立的绝 
对值最小 0) 的整数 n， 则或者当 p > p 0 (£) Bt, AT* jn < 或者 

下面是习知的 Polya 1(12) 的结果；对于所有的特征 X Xo mod p , 都有 


\ S ( m )\ < y/p log p . 

由此立刻可知，最小正二次非剩余 N mill < y/p log p . 

关于 Armin 的上界的估计，至今最好的结果还是属于 BHHOrpa；^OB ][ ^) 的.他得 
到如下的 结果： 

定理若 n 为； > - 1的异于1的因子，则对于全体充分大的 p，mod p 的最小 
n 次非剩余 

^ (log p) 2 , A: = * 

特别由此得出 N min S T = p 点 (log p) 2 - 

这个结果的证明是很简易的.事实上， 若区间丨1, TJ 中的全体整数都是二次剩 
余, 则不超过 Q - VP lo S 2 P 的二次非剩佘都有一素因子 q ^ T < q ^ Q . 因此， 
不超过 Q 的二次非剩余的个数 W 适合 




Q 
q 1 


< 




T<q^Q 




不难证明 






因此，由上面的不等式及习知的结果 


2® + 2^ l0g ^ l e l ^ 1 


即得定理. 
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在广义 Eiemajm 猜想之下 7 Ankeny 〕 叫证明了: 


^min « (log p ) 2 - 


由 Polya 定理及下面习知的 等式: 




E 澴 EE 沪 ㈨ = 0, 


fcip-i 


(55) 


,(fc> n=l 


此处 ff (2>) 表示 P 的最小正原根，而通过 mod fc 的全体 p ( fc ) 个特征 * Bmiorp- 
awB 105 ) 证明了 

P ( p ) = 0(2™ VP log log p ), 

此处 m 表示 p - 1 的不同的素因子个数. 

华罗庚用 

E E 沪⑻ = o 

fc|p—1 、 f 欠 <*) a=0 n=—n 

代替 (55) ? 此处 h ( p ) 表示 p 的有最小绝对值的 原根； 同时 证明： 对于全体非主特征 
X ( n ) t 都有 


A a 


E E i ^ A< Pi 

o^=0 — a V ^ 


(56) 


由此他 1D ~ 得到了 


\ h ( p )\ < 2- v ^ 


g(p)< 2 m+1 y^. 

Erd 6 S _ 用 Brun 方法证明了：对于充分大的 p ， 有 

9(p) < phog n p. 

在广义 Riemann 猜想下， Ankeny 104 ) 证明 /: 

9( p ) = O(2 m log 2 p log 2 (2 ni log^)). 
关于 5(p) 的下界的估计， Turan 10S > 证 明了： 


ff ( P ) = ^Oog p )- 
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华罗庚 1 ㈣ 还用 （56) 证 明了: 


log 6 < 


Vd ( 


jlogrf + 



此处 e = (x 0 十 v^yo)/2 ; 抑， 如为 Pdl 方程 y -％ 2 =4的最小正解，而 d 为 EO 
或 l(mod 4) _非平方正整数. 

这个结果是下面 Sdiur 110 ) 定理的改进： 


log e < 




2 l ° e d + 


flog log d + 



在所有上面说到的关于与 log e 的定理的证明中，都会用到 


r (x) = Yl^ n ^ e2% ^ r 

n=l 

不难证明，对于 mod p _原特征，有 


\ r { x )} = VP ^ 

而对于 mod p 的实原 特征， 则有确切的 数值： 

r( X ) - { ^ 若 X( - 1) = 1; 

关于素数为变数的特征和， JIHHHHK 111 ) 得到下面的定理： 

定理1 a) 对于 mod g 的复特征X⑹，有 

b) 命< o 为基本判别式，则 

^ (f)« i^srH (- ^^f) +exp (- -o^iog n ) + ^}, 

此处 h (- q ) 为 k (^ q ) 的类数，而 co 为一绝对常数. 

JIhhhhk 这个结果齡证明主要依赖于下面的引理. 

弓I命 x(n) 为 mod? 的一个实的或复的特征， L ( s , x ) 为与它对应的 i- 函数， 
则存在绝对常数 c ，使当 g _ oo 时， L ( SjX ) 在临界区域中的零点办= /3 k + i tk 适合 

E l^^ ： exp(-OT fe log q)《h 


; 2 章 指数和的估计 


* 239 - 


此处 mjfc 为零点作的重数，而❿=1 - /> fc . 

Paley 112 ) 证明了：存在正常数 A 两个正整数贯 （ n 〃） 与（办）及原特征贯 

mod 如，使 

5Z xA m ) > Av^ log log q v , 1 / = 1 ， 2, …. 

m=l 

以后， Chowla 113 ) 又在同样的假定下证明了 

TX- jj 

^ Xu{m) > A^/q^ log log q u - 

m=l 

Batman , Chowla 与 Erd 6 s 114) 在 1950 年得到了同样类型的结果，但其中 ？ 限制为 
素数.这一结果，以往 Chowla 115 ) 会在广义 Riemami 猜想下得到过.因为在百科全 
书中，还有关于特殊 Dirichlet 级数及其应用的专著 7 所以这类结果就不在此详细阐 
述了， 

2.9 素数变数的指数和 

我们现在来介绍 BimorpaaoBW 27 ) 关于估计素数变数的指数和的开创性方法, 
他是首先给出这种和以非无聊估计的人.依靠这个估计，他证明了著名的“三素数 
定理' 这种和的形状为 

e 2ni/(p)^ 

此处 P 通过不超过 iv 的全体素数，首先，我们要指出在 BHHorpa 职 b 工作中经常用 
到的一个重要原则;他常常将他研究的问题归结为下面形状的二重指数和的估计： 

此处 U 与7；分别通过某个整数集合+在用这个方法时， U 与 U 常常是大量其他变量 
的函数.一般 言之， 当与 V 的分布有一定程度的规则时 1 我们就可能对上面的和 
进行估计.将这个原则应用到所研究的问题时，依赖于下面的引理- 

引假定我们有三个由正整数组成的递增贯; U 取全体叫处，此处 W 经过第 
一贯中的全体整数，处独立地经过第二贯中的全体整数，而 V 则经过第三个整数 
贯，又假定 

1 <U < N , U < U r 《 U ，a = - + ^ 2 , ( Kq ) = 1 3 \< q<N 
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及 


则 


5= E E 

U < u ^ U f 

、 u 




5< L 2 ^^- 1 +qN_ 1 + U- 1 -tUN- 1 )^ 


此处 L = log A F . 

证命（⑷为 z = u 此的解数，则 


Z ⑼ J > 2 — ， 

U < zKU ^ 

此处 z 经过所区间中的全体整数*于是由 EyHflKOBCKHit - Schwarz 不等式得到 


5 2 « J2 Y1 

U < z ^ U f U < z ^ U J 


i 2 


E 


e 


2nl<k±t ； 


<^ UL Z ZEE 

U<z^U f v (蛋 

=UL 3 Y, Z E 

^<4 叫 fU < Z < tniti (爷 t 、 W ) 

《 UL 3 EE min ([/, 


e 


27tiaz(v—v , ) 


{a{i? — V*)})' 


对于每一固定的％将里面的和分为 《 g + 1个长度都< 動分和.由于每一分 
和都《 f / + g log q 及 log q < log N = L t 所以 

S 2 ^UL^NU^XNU-U- 1 + l){U + q log q) 

<JV 2 L 4 (f 1 + qN_' + U~ x + UN- 1 ). 


我们概述下面的定理来作为 BuHorpa ^ oB 方法的典型例 
定理1 命 JV > 1， i = log 7 V 及 H = eU ， 又命 


h 

a - 

Q 



< ? 1 


Qhq) = 1 ， I <q<N, 


则 


5(a) = J2 产卿《 NL 5 

P<N 




定理的证明可以划分为下面三个步骤 
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1) (筛法).命尸 = n p 为全体矣/反的素数的乘积，则 

P ^ y/N 

s (^) = E ( E Kd))^ ian + 0 ( VN ) 

n(N d \( P t n ) 

=E 咖 ） E e 27tiadm ^-0(\/N). (57) 

d|jP o ^ m < ^ 

将区间 0 < m < W 分为形如 

M ^ m ^ M f 

的子区间，此处 M < M ' < 2 ilf ， 这种区间的个数为 0 ( LI 于是定理归结为去证明 

SW = 5>( d ) E e 2 — m 《 ATL 4 (々 + 斋十告). 

(JIP 、从 ll ' 

2) (消去比较容 易的部 分)，当 M > 时， 

S(M) 《 ATL (昜 + 卜士 ) _ 

当 M < J ? 时， S ( M ) 中的与只含有 S H 2 的素因子的 d 相应的各项之和显然 
现在我们来研究和 

£ E M ⑻ e 2 咖气 

' m 

此处 M < H ，而 d 经过 P 的全体那种因子，即至少含有一个 > 好 2 的素因子者. 
将上面的和记为 

乙與 ( M )- J >;'( M )， 

k k 

此处 

SUM) = E E e 2 — ， 

而 d 经过 P 的满足下面条件的全体 因子： / i ( d ) = h 而且 d 正好有 fc 个素因子 
> H 2 . S ^{ M ) 的定义是类似的，仅需在 S f k ( M ) 的定义中将 fi { d ) = l 换为 / i ( d ) = -L 
因为< AT 的数最多只有《 i 个素因子,所以 fc 的最大值亦《 i . 因此，问题 
归结为去证明 _ 


si(M) « ^ 3 (y^ + 备 + 去 ); 
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XM S ；( M ) 也有同样的估计， 

3) 命 

T k ( M ) - E E 

M . 

此处 p 通过适合 ff 2 < p 4 VN 的全体素数，而 6 通过 F 的具有下面条件的全体 
因子 d 正好有 A ; - 1十 > 炉的素因子而且此）二-: L 于是 

\ Sk ( M )\ < ^\ T k ( M )\^0( NH ~ 2 )^ \ T k ( M )\^0( NH ~ 2 ), 

为了估计 H ， 我们将区间 i ? 2 < p < #分成《 I 个形为 Q < p ^ Q / 的子区 
间，此处 Q < C 《 Q , 因此，只要证明 

r,(M ， Q 卜 E E E 《 ^ 2 (7I+T + 去） 

Q<p^Q f mpt^N V 9 n 

便已足够. 

现在来应用引理.取 U = m 々 ，U =匕其中 i 满足上面所说的条件.因为引理之 
U 在此为 MQ , 故得 

T k { M , Q ) 《 ATL 2 (9— 1 十 gW - 1 十 M — LQ -1 
《 NL '{ q - 1 + ^ V — 1 ) 会十 H ~ l ), 

定理证完. 

BKHorpa ^ oB 116 ) 将他自己的定理推广为更一般的结果.例如，我们得到下面的 
定理. 

定理2 命 

f{x) = ^x k -\- aix^ 1 + … + 叫 (h,q) - 1 } 

此处印 (1 ^ i ^ k ) 都是实数，而 g < P k L ' 则对任何内 > 0,当 > 
2 6 l ^( a+q + l ) 时， 

J 2 e 2 对 ㈤ 4 C 2 ( k ) PL _ 的 CT 1 . 

P^F 

p = t(vnod Q ) 

Turan 117 ^ 证明 / 下面的估计等价于拟似 Riemann 猜想：当3 < _ a ^ ~ ^ 

1 

叫 < JV 2 < a > 4, 0 < 5 < ^ 时， 

( 气 E 勿《^^. 
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BHHorpa^oB 11 ^ 也得到了关于素数变数的特征和的估计,他在1952年得到了 
下面的 结果： 

3 5 

定理3 命 q 表一素数，为 mod g 的非主特征. 若 q 4 < s ： N 则对 
适合 MO (mod q ) 的任何 fc， 都有 

+ *)«，( 穿)' 

P<N 

此处 p 经过 S iV 的全体素数. 

由定理3立刻得到 

定理4 命 n 为 g — 1的一个因子，且1 < n < g - 1， s 为0，1, 2,…， n - 1 
中的 一个; 乃为适合下面条件的 p + k 的个数： 

p ^ N \ ind(j> + fc) = 5 (mod n)， 

则在定理 3 的条件下有 

^(N) « (^)\ 




第 3 章素数分布及与之相关的 
Riemann (-函数的性质 

3.1 素数定理 


命表示不超过 z 的素数个数.从 wh ) 的最初几个函数值看来，似乎 
很不规则，但是随着数据的增加 f 可以看到，对于函数 ^ 可能有一渐近表示式. 
Legendre 119 > 猜想 } 对于充 分大的 x ; 7 r ( x ) 渐近等于 


logx - 1.08366 1 


(58) 


此处 log z 表示 z 的自然对数. Gauss 120 ) 又独立地建议了一个类似而并不与它相 
等的公式.以一千个连续整数为单位， Gauss 的方法在于计算每个单位中的素数个 
数，他建议用函数来表示在大整数: r 附近的素数分布的平均密度（“单位区间 


中素数的百分率他用 


■ a ; 


du 

log ! 


m 


来渐近表示 7 T ( x ). 为了方便起见 3 常常用“对数积分” 


lix = Hm 




du 

logu 


来代替上面 _ 函数，这两个函数之差为一常数11 2 = L 04 …，如果我们仅仅考虑主 
阶,则这两个猜想都可以陈述为 


lim 


tt(^) 

X 

logx 


(60) 


这就是通常所称的“素数定理' 这是素数分布理论中的中心定理.近百年来，决 
定素数定理真伪的问题,吸引了不少数学家的注意， 

首先在这个方向上作出重要贡献的是 He 5 MineB 121) . 他在1848年与1850年证 

明了 

a ^ lim 


tt (: F) 


x 


^ 1 ^ lim 


logx 




(61) 


logx 
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此处 a = 0.92129. 亦即他证 明了： 如果极限存在 7 则极限必定为1;而且当 r 充分 
大时，这个比例界于两个正常数之间. 尽管& 6 Mme B 所得到的数值上界被以后的数 
学家不断地加以改进：但这些数学家所用的方法，似乎是不可能导至问题的最终解 
决的. 

H e 6 umeB 引进了两个函数： 


^( x ) 






(62) 


及 

此处 


作）= E log p = E jI (^) = i 9( a ;) + #〔$音 ） + 卞）+ 

p m ^ 4 ； n^x 


j(n) = 



logp , 若 n 为素数 p 的方幂; 
0， 其他情形. 


他证明了下面两个公式都等价于素数 定理: 



i ?( x ) ^ x (64) 

与 

■0( x ) ^ x . (65) 

最后，我们引征 Sylvester 122 ) 的话来说明％贡献的意义以及他对这个 
问题的展望： 

“但是要确立这种可能性的存在，我们或许要等待在世界上产生这样一个人， 
他_智蕙与洞察力象 HeSunieB —样，证明自己是超人一等的”. 

当 Sylvester 巧 下这些东西的时候， Hadamard 出 生了. 但 是我们不应该仅仅归 
功于个别人的才华.前人的劳动，特别是 Riemann 的工作，为他证明素数定理开辟 
了道路. 


3.2 Riemann 的解析方法 

Ri em arm 123) 在1859年提出的新思想是解决这个问题的钥匙，他的名著的意 
义不俣在于素数论,而且亦影响着一般函数论的发展，他引入了处理复变函数 R 1& 
mami C - 函数 

™ 1 

n=l 


S = <T + i 亡， 


( 66 ) 
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的想法_ Euler 在1737年将 C ⑷作为实变函数来研究,他亦得到在素数分 布论上 
的若干应用.虽然 Riemann 的考虑主要并不在于 7r (^ 的渐近表示，但他的分析已 
经明确指出了，在这个函数与 <(幻的性质间有着密切的联系，特别与它在 s 平面 
上的寧点分布冇关. fll 是在大多数情况下， Riemaim 仅仅只给出了证明的不充分的 

指示. 为了说明他的名著的价值，我们在这里概述一下他己经证明了的与猜想的结 
果. 

由恒等式 


± & — 1 - 

x ] e 


dx = 


r [r 


，> 0 


出发，我们得到：当 a > 0时， 


r y C ⑷ 


°° roo 


e~ n 


IT 吞卜 V ㈤ 如 


成立，此处 


伽）= e~ nJ 


由于当 o : > 0时， 2 ip { x ) + 1 = + l }, 因此 


n-^r(^s)c(s) 


o 


㈤ dr 


X 每 3 l < ij )( x)dx 


^ - 1) Jl 


x ~ i-i + X ?- 1 ) j ( j ( x ) dx . 


(67) 


最后的积分对于全体 s 都收敛，故由解析延拓可知.这个公式对于全体 s 都成立. 
由于当 s 换为1 - s 时，公式 （67) 的右端不改变：故得函数方程 


C(1 -s) = j^m^nsr(sX(s) 


( 68 ) 


由 （67) 可见， CO ) 除了在 s = 1处有一个残数为1的一次极外，它在整个平面 
上是正则的.又因当1 时， 


a s ) = n G - 




(69) 


此处 p 经过全体素数，故当 cr > 1时； CG ) 没有零点.因此由 （68) 可知，当< 0 
时，<(勺除了在 s = -2，_4…处有一次零点之外，它没有其他零点.我们称这些 
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零点为 C ⑷的“无聊零点” ■ C ⑷可能有的其他零点外，/?2…都位于带状区域 
0<£7 ^ 1之中，因为 


(1 - = 1 一士 + 条一去 + … >。， 0 < S <1 


(70) 


及 C(0) / 0,所以在0与1之间的实轴段上没有零点，亦 即內， 内，…都是 
复数- 

这些就是 Riemaim 名著上已经证明了的关于函数 （ ⑷的性质，他还提出了如 
下_ 猜想： 

1) C ( s ) 在带状区域0 < a < 1中有无穷多个 零点； 

2) 若 N ( T ) 表示 C ⑷在矩形 Ogcrgl , 0< f<r 中的零点个数 t 则 

N(T); ^riogT — — 十 O(iogr); 


发散; 


3) 若以 P = /?+ i 7 来一般标记 cw 的非无聊零点，则^ w 2 收剑，而冗 br 1 


4) 整函数 


可以表为 


《⑷="’“卜 - + i ) 

aebs U ( l - z ) e ^ 


此处 U 为绝对收敛的无穷乘积，其中 p 经过的全体非无聊 零点: 

P 

5) c ⑷的全体非无聊零点都位于直线 a = I 上； 


6 )命叫 )= 5：黑 




及 n Q ( x ) = - { B{x + 0) + U(x - 0)). 则有公式 


n ° ix) - hx ^ xp+ r^ 二 ― _ ㈣ 2 , - 


此处 li 栌 = lj e p 及 


tit+vi 


lie 1 


e z dz 


cso+ui ^ 


j uj = ti H- iv, ^ § 0* 


这就是 Rlemaim 的素数公式 
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3.3 Hadamard 与 von Mangoldt 的贡献 


Hadamard 134 ) 在1892年与1893年发表了两篇极为重要的整函数论的论文. 
他证明了： f ⑷是阶等于1的整函数，或者更进一步，由§17, （67) 可以导出办）= 
0( ，陶” 因此， Hadamard 在第二篇论文之末解决了 Riemann 的猜想1)，3)， 

4), 在 4) 中， 我们有 a = — log 2 -h ilog 冗一 1 一备 7 ,此时7为 Euler 常数, 

Hadamard 125 ) 与 de la Vail 如 Pornsin 1 埘在1896 年，几乎同时而又相互独立地证明 
了素数定理 . 

von Mangoldt 127) 证明了 Riemarm 的另外两个猜想 2) 与 6) .由“辖角原理”可 
知， (( s )((( s ) 亦然）在以2 土 ir 及 - 1士 ir 为顶点的矩形中的零点个数 2 N ( T ) 等于 


2 n 


[arg n 


此处 [arg ^(a)] c 表示当 s 以正向沿矩形 _ 周界走一周时，辐角 arg 咖> 的增加 


量.显然 


[arg^(s)] c = 


^2 s ( s - !) 


+ [arg#0)] c ， 


此处企⑷=右端的第一项等于 4 ji - 又因为步⑷在点 s 与点1 一 s 
处取等值，在点 J +技及 a - U 处取共扼值，故第二项显然等于 4[^( s )] £j 此处 
£为由2至 2 +iT 的线段 A 及由2 + iT 至 - + iT 的线段 G 所构成的折线+因此 


tiN ( T ) = ji :十 [arg 7 i ~ i s 
首先，我们有 



+ [arg C ⑷ k- 



[arg 兀 ■ = ■ 


£ 


t log Jt 


£ 


豆 T log JT. 


其次，由复数形式的 Stirling 公式可知，当 T — oo 时， 


arg r(-s) ^ log + 备 i r) 一 rog r(l) 


U K 
2 T log 2 ~ ' 


T 


8 2 


+ o(r 一 


代入 （71) 式便得 


^ = i 10 4-i + i + ^gcwk + o(i) 


因此,猜想 2) 的证明就归结为下式的 证明: 


ccn 


2 


: arg <(^)}c = 0(bg T). 
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这个公式是下面的关于解析函数的引理的推论.而这引理本质上是属于 Backhmd 120 ) 
的. 

引理命0 S a < /? < 2; /( S ) 为一解析函数，它当 s 为实数时取实值,又当 
Oa 时，除 s = 1外，为正则的，又命 


9t/{2 4- it )\ > m > 0 


\ f ( a f + it /)\ ^ cr f > a, 1 矣〆 < t. 

若 r 并非 /(s) 零点的纵坐标，则当 c 0时， 

larg /0 + iT)| < n(\og M QtT+2 + log $)/Iog{(2 — a )/(2 - /?)} 十警 ■ 

Backlund 的方法与 von Mangoldt 的证明不一样,它不依赖于 Hadamard 的供献+ 
从而也就给 Riemaim 的猜想 1) 与 3) 提供了另一证明.实际上，我们可以得到比 3) 
更精密的关于零点分布的结果：当 a > 2时， ^Ipl-Hlogl^l)^ 0 收敛， 而当 a < 2 
时，这级数发散.并且有 

E ^ °^ 2 T ) (72) 


7 >T 1 




(73) 


von Mangoldt 最重要的贡献是他证明了 Riemann 的素数公式（猜想 6))+ von 
Mangoldt 也证明了下面类似的公式+ 


定理 


命 ^ oix ) = - { i}{x -I- 0) + ^ p(x - 0)). 则当: r > 1 时， 
咖⑻ = x ^ _ \ lo s (! 一*)， 


(74) 


此处靡号 f 表示当了 oo 时， 


P 


取 了 ) = E 


7 l 


的极限. 

如果将上面的级数逐项积分，便得 
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定理2 当艾> 1时 } 

也 ㈤ = j%m = k - E £tt)- x f (- 1 ) —£ 2^ry (75) 

此处级数 E 是绝对收敛的. 

定理的证明较定理1的证明容易，在这里，我们仅仅概述一下 （75) 式的证 
明* 

先叙述一下的两个性质. 

1) 存在数贯 r 2 ,r 3 , … 满足 

m < TV < m 十 1, m = 2,3, -. ， 


及 


(s) < iog% 


一1 < C 7 矣2, 


t — Tm * 


2) 在区域 一 1 ， s — n = -2, — 4, 一 8, ." 中，有 

| ⑷《1妙| + 1). 


习知 


- lim 

m— + 0 < 


1 


^2+r^i 


x s+l 


Ja-Tmi s ( s + 


(3 )ds ‘ 


由性质 1) 与 2 )，将积分直线2十 C ) 换为折线: 


—2 m — 1 土 tl {\ t \ ^ T m ) } ir ± iT m (—(2 m-h 1) ^ a ^ 2) } 
在以 2± r m t — 2 m - l ± T m i 为顶点的矩形 中， 各个残数之和为 



- E 

hl < T m 


K + 1 
/ >0 + 1 ) 


H M m 

-今 ( o ) + 专 (-1 卜 [ 


x~ 2r+l 

(― 2 r )(—2 r + 1)' 


于是命 m — ^ oo , 便得 （75) 式. 

因此，在 Riemann 的这些猜想中，除猜想 5) 外，都已获得解决.猜想 5) 就是当 
今著称的 Riemaim 猜想.从现在开始,所谓 Riemarm 猜想就是指猜想 5). 
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3.4 有误差项的素数定理 


素数分布理论的中心问题是寻求 


— u $ 


lp(x) — X 

的最佳误差 ■ 

在 Riemann 猜想卜 ， von Koch 129 ) 证明 / 

科 x) = x + 0(x^ log 2 x) r 

事实上，由 §18,(75) 式得到 

±(^ i ( x ±1)-^ i (^)) =x + 0( Yl~ p(p^l ) … 


(76) 


0 ( 1 ) 


We 




|p| 苳 i 


Ip ! Jx 




v WK ^ 、 hl >^ 




+ 0(x^ log 2 x) 


(其中用到§18, （72)，（73) 式)■因为 

i)i{x) ~^i(x 一 1) = / 0 ⑷ di s xj}{x) < 


* j：+i 


4 f ( t)dt = ^ i(ar + 1) — ^ i ( x ), 


X— 1 


故得 （76) 式.从而也得到 


7 T( ； r) = li H- 0{x ;2 log x). 


(77) 


定理 i 若 ao 在医域 


> 1 -17(1*1) 


中无零点。此处当 * > 0时 d ⑴为正的递减函数，则 


Mx ) = ^ x 2 ^0( x 2 e ~^), 
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此处 a 为适合0 < o < 1的固定常数， ou { x ) = T 7( t)log %而当 t > 0时， S 由等式 
X = log t 来定义. 

事 实上， 因为 or *) 的递减性及^ 1,故由§18, (75) 得 


命 i ( x ) 


x 2 《工 2 


E 

ItI^t 


'7 


2 


X 


i ? CT ) 


E 

ItI>t 


士 - ”(7) 

~F 


2 




2f x -n{T) 


logT 


《 x 2 e - aw(^) r 



由 （78) 得 
与 


^ p ( x ) = a + 0 (xe 士繼 



7t(x) = li^ + 0(xe~i awM ). (80) 

Turdn U7) 在 C ⑷的无零点区域与 tt ⑷ - lix 的阶之间建立了一个紧密关系， 
de la Vallee Pcmssin 130 ) 证明了：对于 






定理1的假定成立，故得 


tt(x) = li a : + 0 (xe~ a ^^). (81) 

Littlewood 131 ) 首先引进了估计指数和的方法来改进 （⑷ 的无零点区域，从而 
他证明了可以用较佳的误差 


£)^ e -*Vlog xlog Logi 


来代替 （81) 式的误差. 

应用 B 脑 orpa^oB 关于三角和估计的 结果， HyaaKOB 132 ), Titchmarsh 133 ) 及 Biih - 
orpaW 4 > 等人得到了更进一步的结果.最佳的结 果为： 

定理1的假定对于 

Tf(t) = - ^-2 —— 

(log i)3+® 

成立，从而得到 

7r(x) = li 3 ： + 0(xe _a ^ log Wl+e ) 24 )， 

此处 e 与 a 为任意给定的正数，而与记号 O 有关的常数仅依赖于 a 及 e . Lan ¬ 
dau 提供了另一■个比较初等的、不依赖于 von Mangoldt 公式的处理上述结果的方法. 
Rosser 134 ) 还得到一些数值定理，即 


x 

log X 


< 7r(.-r) < 


x 

log x — 2 


若 17 < x < e 100 , x ^ e 2000 ; 
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x . . x . 

b^T2 <7rW< b^4^ 若 工 >55; 

p n >n log n , 若 n 彡 1， 

此处 h 表示第 n 个 素数. 

3.5 素数定理误差项的不规则性 

由数值计算可以看出，似乎应该有 

n ( x ) < li x 

(见 Ingham 135 ) 的书)，例如证明了 tt (10 9 ) < li 10 9 ,但是 Littlewood 136) 在 1914年证 
明了有充分大的 A 满足 7 T ( a :) > li A 而这样的: r 将要出现无穷多次. Littlewood 的 
定理纯粹是一个“存在定理”.以后， Skewes 137 ) 在 Riemaim 猜想下证明了：存在适 

703 

合 re〆 ’ 的整数 A 使 

7 r ( a :) > li x . 

在不假定 Riemaim 猜想时，他证明了有整数 x < 10# #也具有此同一性质， 
如果存在与工无关的正常数 c , 使有任意大的 z 满足|/{^}| > 则用记号 

M f ( x ) = fi { x ), 当 X — oo ” 

表之.因此“沪是“0” 的逆记号，若 fix ) 为实函数， 且有任 意大銷 r 使/⑼ > cx , 
则记为 

/⑻= Q + ( x ), 

又若有任意大的 a :， 使 /( a ?) < - cx t 则记为 

f { x ) = Q -{ x ). 

因此等价于（对于实函数 ：) “或者或者 1”. 用记号表示1+与 
的全体' 

Schmidt 138 ^ 证明了，如果在中，<(岣没有零点，则对于任意的 S >0, 
有 

i){x) -X — n±(x°~ s } 


及 


k(x) — li t 
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P 6 lya 139 ) 得到更精确的结果：命 w ( n ) 表示在贯 分 (1) — 1，妒(2) — 2, …, 咕 ( n ) 一 n 中 
出现的变号次数，则 


lim 




log n 



1 


此处 c 的定义如下：若 c (4 在直线 <r = e 上有零点，则 c 为这些零点的最小正虚 


部％否则 c = oo , 

Littlewood 140 ^ 证明了：当 ： c — oo 时，有 


♦( x ) 一 x = J ?±( x ^ log log log a :) 


与 


jr ( a :) — M x — fl ± 


( 


log x 


log log log X 


3.6 相继二素数之差距 

设 Pn 是第 n 个素数.今往研究相继二素数之差距 


dn = Pn+l - Pn 

的分布问題.有两个主要问题： 

1) 设法找一函数 h ( n ), 使对全体大％ 


dn < fi ( n ) 


成立.在这方面，己知的最优结果本质上属于 Ingham 141) } 此即 Mn ) 


38 

61 


+ s . 


在 Rie 


maim 


猜测成立的假定 F ， Cramer 1425 证明了 fi ( n ) = pA log 


=Pn \ 0 = 
Pn- 它的反 


面问题是去寻找函数使对无限多个 n , 


dn > /2 ⑻ 


成立.对于这个问题, Rankin 14 ^ 得到了迄今为止的最优结果: 


f 2{ n ) 


、， ,! log log log log Pr ， 

5 ) l 0 g ^ lOglOg ^{ Ioglo g log ^ 


3 


他所用的是初等方法. 

Western 144 ^ 公布了一张表，表中包含了这种素数 p n ： p n ^ 10 7 , 而它们的 d n 
大于一切更小素数之差距.这种素数一共只有 20 个，其中最大的是 4652353, 在它 
那里的差距等于 154. 这张表支持了下面的猜测：即 


,1 ㈣= 3^ 十孕及 h(n) = 3(10giop n ) 2 - 
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2) 设法找一函数 / 3 ( n ), 使对全体大 n , 

dn > f 3( n ) 

成立.关于 / 3 ( n ), 我们还一无 所知; 但若有关孪生素数的猜测真确，就有 Mn ) = 2, 
相反地，我们要找一函数 Mn )， 使对无限多个 n , 


dn ( /4(打） 

成立. Rankin 145 ) 用 Eyxnrra 6 46 > 的方法建立了下面的 结果： 对于任何 e > 0,都 
有 h ( n ) = + e^)log p n ; 而在广义 Riemarm 猜测的假定下，他还证明了 f 4 ( n ) = 

(— x Ricci 146 ) 证明： 对于固定的 6(0 <S < 1), 及时充分大的 iV ， 在 

Kk (l - S)N < n 在 iV 中，至少有千分之五十五的差距 p n+1 ^ p n 适合不等式 


Fn+l -pn< log p n . 

另 一 英问 题是去寻找 / s ( n ), 使对几乎全体 n , 

d n ^ h (^) 

成立.所谓“对几乎全体 n 成立' 它的意思是说，适合上述不等式的 n 的个 
数〜 x * 

Walfisz 147 ) 证明了 


/ s ( n ) = log p n (Log log log p n )~ 2 
而 Pmdmr _ 给出了稍更精确的结果： 


Mn ) = 


log Pn 

3( pn ) 


此处 S ⑻为一在 X > ico ( XO 为一正数）时单调且当 x -^ oo 时适合 5( 幻 — OO 与 

log X At* 


log 

9{ x ) 


DO 的函数. 


此外，我们述要寻找函数 / 6 ( n )， 使 


dn ^ / fi ( n ) 

对几乎全体 n 都成立.关于这个问题， € ramer U9 > 建立了下面的 结果: 
对于 

0 < a < ^ 0, ft — ^ a (log : r) 气 
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在黎曼猜测真确的假定下，可有 


Z [ d n = O ( 

Pn <* 


( log 3 X \ 

h log ft / s 


由此得到 


h (^} < (log 打) 


3 


在此同一假定下， Selberg 150) 证明了：对于 ◦ 在 a < 1 ，0 > 0 ,可有 




Pwi^ 


由于它的重要性，我们将对 fi { n ) 给出下面的证明过程, Hoheisel 151 ) 首先证明 
有绝对常数6> <1存在，使当 a : ^ oo 时， 


7 t(x + x s ) — n ( x ) 






log a: 


(82) 


成立》由此得出：当 n — ^ oo 时, 


dn = 0( p ^). 


(83) 


他的证明能够叙述成下面的一般形式: 
我们 假定： （4((幻在区域 


cr > 1 - ,4 > 0 ? t > to > ^ 


中没有 零点； （ b ) 当 T — oo 时， 

N(a t T) = 0{T b ^^\o% B T), fe > 0 f B 会 0 

关于 ^ ^ cr < 1 一 致地成立，此处 N ( a \ T ) 表示 （0) 的零点 p 
0 ^ a , O ^ j ^ T 者之个数.于是，对于满足不等式 


P - ij 之适合 


5 + A - 1 ^ 


< 9 < 


的任何固定的0， （82) 与 （83) 都成立. 
我们从等式 


xP 


♦{ x ) = x — - H 

l7l<r P 


。(晏 log 2 


X 
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出发， 此式在 T — oo 时关于3 ^ T ^ ^ 一致地成立，式中分 ( a ;) I log 仍而 

Jr^TTt J * 

p = jf ? + 《7表示的复零点.由此可以得到 

^>(x H- ft) - i)(x) - ft - ^ 十匕 ) - ^+0( 墨 log 2 a；), 

h\<T p 


当 a : — oo 时，记号 0 关于 3 ^： x ,0 < h 为一致的.因为 


(x + h) p - x p 1 
P 


*ae+/ir 


u p ~ l du 




px^h 

J a ? 


ii i：i_1 du < hx 3 x , 


故得 


^(x H- fe) — i^jx) 
h 


+WK 1 心 ). 


(84) 


因为 C ㈤ 只有有限多个适合 ^ <0< hh \< to 的零点 P = 0仇 并且它没有 

零点适合 (3^1 } 故由假定 （ a )， 一定能够找到 Jb > 0,使在 r > Tb 与^ > 1 - wr ) 
中，有 N ( a , T ) = 0,此处 T }( T ) = A log log T/log T ： 

又因 Jv ( i , r ) > T log T r 故若在假定 （ b ) 中取 a = 1 可见 6 > 2，由 

JV (0, T )-0 (T log T ), 我们得到 


^ x ^- 1 =2 xN ( Q ， T 、+ 2 J iV ^ T^-Hog xAa 


<x~ x T log T + 


- v ( T ) 


o 


(g 广、 。 g s r log “a 


它在 x ^ oo 时关于 T 0 —致地成立. 

取 r = 为一适合 0 < a < i ) _ '( 《备)的常数,则得 


j/ 3 一 1 = 0(#—Hog a:) + 0(x^ Qb_1 ^^ )log 5 x) = 0((log 尤广 J )， 

bl<T 

此处 6 = ( a - 1 - 6)4 - B . 又取 a 使适合 cr 1 >b + b )， 则有 5 > 0,故若 

/1 = ;^而1>0>1 — <>金)，则当 x — oo 时，可有 

xjj(x + h ) — ip ( x ) ^ ft * 


又因 


^){x + A) — i){x) 


log p+o 

x<p^x-\-h 


^2 logp 

p 2 


log{^ + h) 
log p 
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=^ (log x + 0( l )) + 0 


E log 2 x ) 




J 


=(7r(x + h )- 7r{x))(log X + 0(1)) + 0( x 2 log x ), 


故前式包含了 （ S 2) 式，因此也包含了 （83) 式， 

Hoheisel 151 ) 利用了 Littlewood 131 》 的一个定理与 Calson 的某一定理的改进.前 
者隐含着有一数值>1使 （ a ) 正确，而后者保证 （ b ) 对6=4, B =6 成立，由此他证 
明了沒= Heilbronn 1$2 ) 通过增加4的数值而将此结果改进到借助 
丁 BuHorpaAOB 关于指数和的估计， Hy ^ aKOB 1 ^' 证明了 （ a >， 其中的 A = A ⑷随 t 
趋向无穷，由此得到 0 = 因此现在的任务在于改进 （ b ) s 事实上 Ingham 141 ) 

证明了 N { a , T ) « T 2 ^-^ l +2 c Hog s T 此处 c 为使 = 0(\ t \ c ) 成立的一个 

正数，也即 （ b ) 对= 2(1 + 2 c ) 与 B = 5 正确. 因此我们得到 e = 十匕关 

2 + 4 c 

于 C 的己知最优结果是闵嗣鹤叫得到的 c g + &由此& = g 十匕 

注意，为了眼下的应用，关于 N ( a ， T ) 的不等式只在= 1的附近才令人感到 
兴趣 • 对 Calson 的公式作出了重要的贡献：对于某一正的数值常数匕 


N { a ， T ) < ^ d -^+ efi -^) 1 


在及 r >3 中 成立. 

此外 t 如果我们利用 Lindel 6 f 猜測，也即对于任何 e > (^如果都有@ = 

0(^), 则有@ ^ + e . 在 Rienmrm 猜测正确的假定下，我们 14 叫叫能够证明 

1 

Pn+l ~Pn^ 0(^nlog p n )^ 


因若命 


^h } f( x ) = f( x + 2h ) - 2 fi x 十 W + /W, 


则由 §1 S 的定理2,并用平凡的估计 


p ( p + 1 ) 


《 min ( 


\ 

~^r 


i ^ a ^ 


可得 


A^^pi ( x ) = ft 2 十 0 (x log 2 x ). 

取 ft = log ^ C 为充分大的绝对常数,就得到上面的论断. 

借助于一个以概率理论为基础的具有启发性的方法 155 >, H ， Cran ^ r 认为： 对于 
相继素数之差距，可以猜想它们适合不等式 


Pn+l 一如 《 (log pn) 1 ^ 


素数分布及与之相关的 rUemaim &函数的性质 


* 259 , 


3.7 素数在等差级数中的分布 

以上各节的大多数结果，都能推广到等差级数中的素数分布问题.设^ M 
为一适合0 < I < g 与0 = 1的整数■用7^冰 I )表示不大于 x 井且 e i(mod q ) 
的素数个数，也即 

n ( x ; qj ) = L 

j ? 三 ■((mod g ) 

* 

又命 

q , l ) = ^2 

p = i(mod q ) 

及 

中 ( x ; q ， l )= D 』 ⑻， 

n-^^(mod q) 

对于 a > 1，我们定义函数 

沁， x ) = f —, 

n=l 

它有很多性质与 CW 的相似. 

^ y ^ aKOB 156 ^ 证明了 

^ +忐遞)纖-忐 p ⑴ E 

这里的 E ( q ) 或等于1,或等于0,完全根据有没有使 i ( s , Xl ) 在 q > 1 — ^中 

log q 

具有实零点的实特征 Xi {^) (mod q ) 而定 .X /> = /? + 17表示 i(6 X )的零点，衡含 
在 id 号0中的常数则与 g 无关. 

如果有模 (? 特征的全体 Dirichlet L ~ 函数在区域 

j > 1 一 — - - - 

log (_ -1-2)3 

中都没有零点，则用§19中的方法，我们得到 

^( x - } g T I ) = + 0( xe _c ^ og *"), 

记号 O 中所含的常数与 g 及 £ 有关.我们也能证明 

tt(x; q, i) = —^r-li x + 0(xe~ c ^ los ') 
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Pn+l — Pn — 0 (pn + ), 


此处 p n 表等差 级数三 l(mod ⑹中的第 n 个素数. 

我们也能得到一个关于 g 为一致的结果，实际上， Page 157 ^ 证 明了： (a)L{s, x ) 
在 


f > 3 ， a> I - 


L(s, x) 4 


> 1 — 


0!4 


log g 7 



^2 


log qt 

在 

<7^1 

0 

<t< 




log g 


t \4 5 中没有 零点; (c) 


中没有 零点； （d) 设 $ > 2,在由以 0 为模的实原特征所构成的全体 L 函数中， 
至多有一函数，它有一实零点适合 a > 1 - -%.利用这些结果,我们导得 


tz(x; q, l)= + 0(xe~< { ^ 一) + of—^ — V 

\(f(q)log x) 

此处 A 为模々的 f 函数所具有的最大实零点 ，而 c 为一正常数. Tatuzawa 1 刪对 
此公式作了某种改进. 

有没有可能把第二个误差项除去？它的困难点在于有实特征的 h 函数的实零 
点的分布情形 • 以后在 C , L . Siegel 1 叫关于二次型类数的 Gauss 问题的极为重要 
的工作中，这个困难被克服了.他证 明了： 对于任何给定的 e > 0,存在数 A 使在 
a > 1 - q ^ £ 与分 > 4中，有 


L ( a , x ) ^ 0^ 

通过将 Page 与 Siegel 的结果的结合， Walfisz 160 ) 建立了下面的重要定 理：设 
g > 3, 又分矣 （log :而 ft > 1 ，则有 

Ji(x;q,l) = ^yli a; + 0 (xe~ c ^ x)i ), (85) 

记号 0 中所含的常数与^无关， 

虽然这个公式远优于 Pa^e 的结果，但在它的证明中，坯有一点不足之处.因 
为 Siegel 的定理只是一个存在性定理，我们无法通过有限的步骤来找出 （ 85) 中的 
显常数.例如，如果用 （ 85) 去证明 B HHOr pa 职 b 的 “三 素数定理”，我们就无法定 
出奇素数究竟需要大到怎样程度才能表成三个素数的和+但是我们能够避开 Siegel 
定理，而用 Page 原来的工作，来证明具有确定数值常数的 “ 三素数定理' 

关于等差级数中的素数分布，另一个有趣问题是为等差级数三 l(mod q) 中的 
最小素数 p(qj) 找一上界. JIhhhmk 161 ) 开辟了重要的一步,他证 明了： 这种素数一 


第 3 章素数分布及与之相关的 Riemaim C - 函数的性质 


* 261 * 


定是0 W 为一绝对常数.以后， PoaocckuK 1 叫簡化了他的证明， S . Chowla 163 ) 
猜测：对于任何 6 > 0 及对全体大&三 ((mod q ) 的最4、素数一定不大于 7 1+£ ； 
Turdn 164 ) 证明：如果广义黎曼猜想 成立， 那么 Chowla 的猜想对几乎全体模 g 的等 
差级数都正确.另一方面， Erdos 165 ) 证明了： （ a ) 存在常数 C2 = C2 ( Cl ) 与无穷多个 
整数％使 

P ( Q ^ 0 > (I + Ci )沪⑷ log § 

对不少于哪⑷个 f 值 成立； （ b ) 存在常数 C4 = q ( C3 ) } 使 

c 3 yp ( q)log q 

对个 i 值成立. 


3+8 其他素数问题 


设 n u { x \ q , I ) 为不大于; r 并且是 j / 个素数的乘积，同时 又是三 /(mod g ) 的整 
数的个数 ， Richert _证 明了： 


n u ( x \ q , l ) 


■ 




I ： E 


a? 1 


2 ( logti ) m + 1 


+ 。 ( 识 — ^^) + 0(t 卜士 ㉟ 一 1 g(log log a; 广 1 

V ^(^)log x 

这里的 6 为一与 e 有关的数, c (> 20) 为一常数， A ,( h f m ^) 通过一个只与 ft ， m , g 
及^有关的级数而定义， 

M. IlflTemciiS-IIIanMpo 证 明了： 对于 i < c 在序列 卜。 中不大 
于 z 的素数个数与 A 渐近相等. 

log X 

Landau 168 ) 将素数分布理论方面的古典结果推广到任何代数数域. 

设 ft 为一 n 次代数数域， TT k { x ) 为有距< $的素理想数的个数，则有 

n k ( x ) =lia + 0(: z : e _ 为 

^ ^2 log JVp = a ： + 

Np^x 


此处 a 为一绝对常数，又有 


y/x 


jrfc(x) —li x = {2± log log log x . 


对于类中的理想数也冇类似的结果. 
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3.9 素因子有某种特殊性质的整数的分布 

命 金 (x ， y) 表示 < a 且无素因子 < y 的自然数的个数， EyxmTa6 ie9 ^ 证明广 


V 


U 


^(v'\y) = w(u) r — + o 




lo g V \(log u y)% }' 


记号 O 中所含的常数与 u 无关，并且 


w{n) 




u 




( uw ( u)Y — w(u — 1)， u > 2, 

命 狀 x ， y ) 表示 < $ 且无素因子 > 双的自然数的 个数， 则有 

物 ' y ) = p (^) y u + 0( (〗。: 以 )， 


此处 


p(v) — 1 3 0 < ^ ^ lj 

up f {u) — -p{u — 1), (u > 1)* 


170),171) 


函数 


f(s)^ j e~ su dw(u + 1) 
0 


满足下之微分 方程 : 


f(s) + — 1) — l)f(s) - ^(1- n 


( 86 ) 


(87) 


( 88 ) 


(89) 


解此方程，并因 


故得 


lim f(s) = 0, 

$=oo 


f(s) - -1- + B^ + So 


命 s 4 则有 


'OO 


^oo 


1 + e— 7 = lim f{s) = lim I e~ us dw(u + 1) 




o 


s — i^O 


dw(u + 1) — iy{oo) — 


o 


0 


也即 


lim w(u) — e 


(90) 


M —+00 
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因为 


w ( u ) - e ~ 7 = - / w f ( t)dt 


11 /⑻= —— / u /( f ) di ， 

tL 


故由下面的初等引理，我们得到 


w f ( u ) < e _u(loSli+log l 0 ^- lo -^ r -»- 0 ( Ek )) 


■ 出卜） 一 e _7| < e -t*(]o SU -Mog l 0gtt _i£^^ + 0( 击 )) 


(91) 


m 

不等式 


设 F ( n ) 为在 w > 0 时定义的一个正值函数，又对充分大的 F ( u ) 适合 


则有 


F ( u ) ^ - / F{u - 1 + #) d 見 

社 Jq 


F ( u ) < e ，〔 io 砂 +Iog logii - l +^ l ^ i + Of ^)) 


类似地，我们能够证明 


— e -u{logu+]og lo S u - 1 + )+0( ^ ) 172) ^),174}Ara) 


De Bruijn 引进了函数丄 


My u ^ y )= y u ? 

Jq 


ulog y - log t \ d [ t ] 
log y ) t ' 


并以此代替 （88) 中的 y u p ( u ), 从而证得了 


物 \ y ) = A { y \ y )+0{ u 2 y - R { y ))^\ 

式中丑 (3/>的阶大体上为 Hy) ~ 11 Vl . 

本节的结果可以推广到一 j 给定的等差级数中. 


(92) 


(93) 


第 4 章 Waring 问题 

4.1 解析方法的引进 

设 k 与 N 都是自然数，命 P = [ Ni [, 又命 

p 

T ( a ) = ^ 2 e 2Kiax \ 

则 


r ,( iV ) = 乂 ( T ( a )) a e- 2 ^ Na da = j 

~ w 

" { T ( a )) 3 e- 2 ^ Na da 

(94) 

就是不定方程 



^ 4 + … + < = iv, 

Xi ^ 1 

(95) 

的解数，此处 




用 Wt h ， q 表示区间 


or 一- < 士， ( h ^) = I3 9 ^ 

Q Q r 

此处 Z $ 容 1 — p 今往估计上的 T ( a ), 置 ^ — QV -\- r ^ a =^ + 贝 lj 有 

r c«) = E ^2mhr k /q e 2?ti ( 仰 +r)*^ 

r=l 0< 卯 +7 ^尸 

命 /⑻ =^(qy + r ) k , 因为 

I /’ ⑼卜 ㈣ 做 + r ) fc 、| < O = i 

故按 §8 引理 1 可得 

T(a) 二乞产 〜 f e 2 ^ s+r ^dt-h 0(q) 

r=l io<*3ft+r<p 

1 q 

^\hr k /q 

Q ^ 

H r=l 




e 2 ^dx + 0 ( q ). 


0 
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借助于下面两个估计： 

= 0(/-*), f P e 2Kix ^d^^ 0(min(P, ㈣- 秦))， 


我们得出 


r m h . 


(T(a)) s e- 2jda ^da = 之(亡 e 2 士 ％) 

<1 q T—i 


' 十 OO / fP 


X 


(Jo 〆、) 


S 


ps—fc—l 

+ 0 f - 1+0 


Q 


) 


e 

p $- k — 


2 mN ^& 


I 




<? 


2 +i 


最后，对于 S 》 2fc + 1 ，我们得到 


^ / {T(a)ye^ iaN da = 6(iV)iV 卜 1 


ra{1 + l) 


+ 0 (_P 卜知 1 ) 




yQ 




(d 


此处 


®{N)= e i (It ^—2KiNh/q 

0=1 h=l i=l ’ 


q=i h： 


对于 s 会 4Jfe ， 我们能够证明 


e(N) > i. 


于是问题化为去估计积分 （ 94) 在丑上的部分，五是不属于任何 m Kq 的点的集合 . 
如果它的阶等于 o[P 卜％ 则对大凡将有 r s (N) > 0. 

积分的剩余部分的处理依赖于下面两个 估计： 由第二章， §7 得出的 

nmx |T(a)| < (96) 


及 


o 


|T(a)] 2fc da pn 气 


(97) 


于是对于 s > 2 fc ， 可有 m ) 


，狀卜 / l (T(a)re—da^ ^ 


r 0 


r 


(I) 


(98) 
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指数和的估计及其在数论中的应用 


BHnorpaAOB 27) 用另外两个估计代瞽 （96) 及 (97), 它们是 

max |2 T (a)| p 1_ ^ 3 c^ ios fe+ioe 如 +3 ) +£: ， 


以及对*会 ^k(k + 1) + lft ，0 笔 i 在 ci ( fc ) 成立的 


此处 

(它由 §9 定理 


/ \T{a)\ 2t da < P 2t ~ k ^(log P) 2t , 
Jq 

5= l ( 1 -%) l ^ k+ ^ 

导出).于是对于 


8 ^ 2 k 2 {2 log k + log log fc + 2.5) 178 ' 


(99) 


( 100 ) 


与 fc > 10, (98) 式成立， 

Hardy-Lit tlewood 会经猜测 


N 

E 伽 ) = 0(N l+s ) 


成立，或者与它等价的有 

f \T(a)\ 2k daCP k ^ € . 

Jo 

假如这个猜测正确，那么容易看到，上面的渐近公式对于 s^ 2 k + l 成立.但除在 
k = 2 时外，这个猜测之为正确或为错误，至今还未能够确定.由此猜测.我们立刻 
推得： 除在 * = 2 m 而 m > 1时外，都有 

G ⑻ ^ 2JfcH-l, 


而在这些例外情形中， G ( A :) = 4 fc . G(k) 的意义将在§26中给出. 

假如 

Tk(n) = 0( n ”， 

则 Hardy-Littlewood 的猜测就能成立.但另一方面， Erdos 179 >, Chowla 与 Pillai 180 ) 
证明了 

r k (n) = Q(e c 1 °« Viog log 
对于 fc = 3 的情形. Mahkr 1 叫 证明 

x 3 + y 3 + = n 12 

的解数》 n . 


第 4 章 Waring 问题 


■ 267 * 


4 + 2 G ( k ) 的上界 

命 G ( k ) 为使 

^ ^ = N, ( 101 ) 

对全体充分大的 AT 都有整数解&的最小整数 s . 上节的结果不仅告诉我们 

G(k) < { 2 fc + l ， 友<10， 

、1 2 A ; 2 (2 tog A : 十 log log + 2,5)， fc > 10， 

并且还给出了 （101) 的解数的渐近公式 + 如果我们无意保住此渐近公式，我们便能 
得到 G ⑻ 的一个更好的上界.下述方法属于 BMnorpaflOB ， 它以下面的引理作为出 
发点 ■ 

引 1 ( Hardy - Littlewood ) 命 

Pi = [ k ]， 巧= ... ，& = 

* 

又命 & (i = 1，2,…， m ) 经过区间 


pi <^<m 


中的 整数， 则对固定的 m 与对充分大的 P ， 数 




各各不同，并且都在 ( jp ) k 与 (^ p ) k 之间.又设 s C < 2 P m , 则对任何 
e >0 及对给定的％方 fe 


。 f f + …十 + (’二 

的解数等于这种取的个数> pk ^2 )( i - ir -\ 
引理的第一部分由下之事实，即由 


(6 + 1户一疔 > k^~ l > kPt 1 > (2 P 2 ) k + - ■ ■ + (2 P m ) k > 妓 + … + C 
导出.引理的第二部分还箱要另外一个结果，即^ + ^ = ^的解数等于 0(^0. 


命 


r“a) = J> 2 心， 


Q ( a ) = T 1 ( a )- T m ( a ) T ^ 1 ( a ) 
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引理告诉我们， 


R ( a ) = 7 o ( o ；)(5( a ), 


lii ( ct )| 2 dct R ⑼ K 


2 k 2 (2 log k -h log log ft -h 3,) k > 12, 
2 k ~\ k ^ l 2 


( 102 ) 


则在 £? 上可有 


1。++1吨 ㈣ 

，(1 —去） 


\T^ k ~ l {a)R 2 {a)\Aa \T 0 (a )\ 2 


k-l 


jfi(a)l 2 da 


r o 


《 p ( l -去)降1)+ £ 丑( 0 ) = 0 ( pfc + lQ 2 ⑼)， 


这是因为 


，/ l 、 m+l 2k-l 

卜 u <丁 


的原故.又不难证明 


/ » 户 +1 <3 2 ⑼ 


于是因为 m - 2* log fc , 所以我们建立了 


(103) 


G(fc) < 2fc -h 2m + 5 ^ 4fe log k. 
这个结果又被 BuHorpaAOB 27 ) 进一步改进为 t 对于 fc > 3,有 

G { k ) <3 fc(logfc + 9). 

证明依赖于下面的 
引2 设 

U(a) = E 

p Uo 
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此处叫经过引理 1 中给出的整数集合，但以[片]代替尸与以 m 0 代替 m } 又 p 
经过区间 ^[ pi ] < pK [ P ^} 中的全体素数 T 于是当 a e £时，有 

U[a) 广 ' 


我们选取 m ◦与 m 为使 



成立的最小 整数、 亦即 





则因 

p 

|T(a)| = J 2 ^ Kixka 

x—l 

故得 

f T{a) 2k ^ 1 R 2 (a)U(a)da ^ ： P 2k+[ mELK|t/(a)| f |B{a)| 2 da 

Je Jo 

《 P 2fc + i [I ⑼纪⑼ p -fc- 士 


于是我们能够 证明： 当 P — oo 时，有 

f l T{a) 2M R 2 (a)U{a)e^ 2n[aN da - cT{0) k+l R 2 (0)U(0) 

io 

与 c>0. 由此 得出： 对于 A: >3,有 


G(k) < 2fc + 1 + mo + 2m < 3ft(log k-\-Z). 

Davenport 28 ) 改进了引1，从而能够证明：切4) = 16( -个变化了的数： G* (4) $ 
14)， G(5K 23, G(6) S 36, G ⑺ < 52, G(S) ^ 73). 

证 明了： G ⑶ < 7,(另有一个简单证明，请见 Watson _). 

我们可以通过两个不同的方法来证明 G(k) 的下界> ft + 1; 
a) 能够表成 

Xi + - + 无交， Xi/ ^ 0 
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形状的《 TV ) 的个数少于满足条件 

0 ^ Xi ^ X 2 ^ Xk ^ [ JV 去] 

的叫…，工 fc 的 组数， 显然，对于充分大的 M 后者< 
b ) 关于同余式的考虑， 3 

直到1909年为止,这个由 Waring 4 ) 提出的问题只在不多的数值结果中显示出 
^小的苗头 . 1909年， Hilbert 5 ) 证 明了： 对 于每一 k ， G ( k ) 都存在.他先用一个25 

重的重积分证明了下面的 事实： 对于每一 fc , 都存在一个有五个变元 a , …，巧的 
形状如 

(4 + • ■ 甲 + 工含产 = y^ j r h (ai h x 1 + … + a SA x 5 ) 2fc 

h 

的恒等式，其中 <2访都是整数，而则是正有理数，这是在证明关于 k -2 m {m = 
1， 2 ,…）的 Waring 定理过程中的一个步骤+任意指数的情形能够由此通过一个冗 
长的研究而得出+ 

虽然 Hilbert 的证明被很多数学家1叫所简化，但由此方法得到的 G (k) 仍然 
过大+ 

Hardy 与 Littlewood 在 1920—1928 年出版的总标题为 "partitio immerorum ” 
的一系列工作中，展了一个重要的研究 Waring 问题的解析方法.但关于(3(幻上 
界的最重要的改进，还是 Bmiorpa ^ OB 得 到的. 他引进了数论中的一个强有力的方 
法，即三角和方法， 


4.3 Waring 问题的各种推广 

设/⑷为一 fc 次整值多项式，前述的大多数结果，除开 G (3) < 7与 G ( fc ) < 
fc (31 og fc + 9) 夕 h 都能推广到多项式的情形.华罗庚叫 184) 克服了其中的主要 
困乘例紙我们能够 证明： 对于 K lOMs ^2^ + 1,以及对于> 10 Ms > 
2 fc 2 (21 og k + log log k + 2.5 ) s 关于 

N = /Oi) 十 … + f(x s ) (104) 

的解数,有一渐近公式.又 

N = fi ( xi ) + …+ f s ( x s ) 

的问题也如此. 

设 

f( x ) ^ 0 念 ( 釦 )+ a fe-i : i) 十 …+ ai 




及 
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(叫， 叫，1， ai ) = 1, 

此处= 生 - l )"; p - r + l ) 我们定义 G{f) 为使方程 (104) 对全体充分大 
的 iV 都可解的最小整数&华罗庚 1 刪证明了 

G(A 次多项式） <(Jfc- 1)2^ +1 


与 187) 


G(3 次多 项式） < 8. 


He^aes 188 ' 证明 


G 


((D) 


< 4fc Log fc + 8fc log log k 


又华罗庚 1S6 ) 指出 


微 GCf)#- ^ 


这里的 f{x) 经过全体 5) 次整值多项式. 

命 G*(f(x)) 表示使 

/ On ) + …+ f(x s ) = N 


在 


/(^ i ) + …+ f{x 9 ) = N (mod g ) 


对任何兮都可解时为可解的最小整数丨则有 1 蜊 

G*(/(x)} < 2m + 2^k + 5 - 4fc log k, 


m 的定义见第 4 章 卩6 中的 （10 2 ) 与 （103). 又依靠 Davenport 引理的帮助，还能 
得到一些特殊结果， 例如， 


G* (四次多项式）<14, 

G •(五次多项式） <23. 

Roth_ 证明： 每一充分大的整数都能表成 g 4 +…+ :^的形成 ，心 (i 二 
H …， 50) 都是正整数.他还证明 t 几乎全体正整数 n 都能表成 

x{ + + xf + a：4 


的形状, 
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Wright 191 ^ 在变量上添加了阶的条件，他证明了：设&，…义都是正数，并且 

B 

A 。 = 1，又设 fc > 3,而 

i^=i 

s ^( k - 2)2 fc - 1 + 5, 

则每一充分大的整数 n 都能表成 s 个正的 Jfc 次乘幂的靡，如 

n = mi + …+ 

并且这些 m 适合 

= ( Xn 1 一0， i = 1，2,…，仏 

此处的某一函数，例如，若 * = 3与 s = 9,则 a =去. 
如果用 BHHorpaaiOB 的方法，这个结果肯定还能改进. 

对于 n ^0 (mod 8) 的 情形， Auhiek 与 Chowla 1 叫 证明； n 能够表成 

n = mf -i - + 

的形状 7 此处 

^ — mf = 0( n ^}. 

命 c > 1，但非整数. CeraV 93 ) 曾经研究用形如 


x\-\-X2~\ - h 

的表示式来近似表示数的问题，这里的 ☆ 都是正整数. Cera ^_ 证明了：存在 
s Q ( c ), 使当 s >印 ( c ) 时，不等式 

S 


为可解，这里的 ~在尺 趋向无穷进趋于零 I 

另外还有一些问题，它们在某些方面与 Waxing 问题相似.例如，定出 s 的下 
界 s 0 ( k ) y 使不等式 

E XiX^ < e (105) 

i=l 

对任何 e > 0与 s > s 0 ( k ) 都有正整数解显然，这些 A 不能有相同的符号. 
Chowla 1 ^) 证明： 如果比数 X s / X t (s ^ t ) 都是无理数，则和⑶矣 9- 

利用 Hardy-Littlewood 方法的一个变形， Davenport 与 Heilbronn 705 ^ 证明了: 
如果至少有 一比数 \ JX t {s ^ t ) 为无理数，则有 50 (2) ^ 5. 在此同一条件下, 
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Davenport 与 Roth _ 讨论了 = 3的情形，他们证明了初⑶《8,另外他们 
用 BuHorpa^OB 处理 Waring 问题的方法证明了 t 存在绝对常数使对 /c > 12,有 

so ( k ) ^ ck log fc * 

关 于下述 问题的研究,请见 Oppenhehn 197 ). 这个问题是> 确定 s 的下界邱，使 
不等式 

0 < f ( Xj , …，; T s ) < £ 

对任何 S ：> 0都有整数 解而， 此处/为一具实系数的不定二次型. 


4.4 g ( k ) 的上界 

用 iKW 表示使 

iv = g + …+ 4, 卬 i > 0 

对全体整数 N > 0 都可解的最小整数&命9 ，数 

n = 2 k q-l < 3 k 

只可能用与浐表出.因为 


71 = (g - l)2 fc + (2 fc - l)*l fc ， 

故在 n 的表示中正巧需要 

殳 - 1 + 2 fc — 1 = 2 fc + g — 2 


个 k 次乘幂.因此 

g{k)^2 k + q-2, 

对于夕⑻， BHHorpaAOB 的方法也能导致非常出色的结果. Dickson 3 。 5 与 Pillai 31) 
相互独立地得到了有关 p ( fc ) 问题的几乎最后的解决+这个解的第一部分也是最深 
刻的部分，有赖于 BMHorpa 职 b 方法的应用.第二部分则依赖于一个称为“上升法” 
随方法，它的最后结 果是： 对于 ft > 6且使 



成立的全体*，都有 



( 106 ) 


(107) 
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这一条件在4 ^ fc < 400时成立,它也可能对全体 fc > 3都成立，以后, PiUai 31 ) 证 
明：对于= 6, (107) 也真确，亦即 〆 6) = 73. 于是现在除了 Jfc = 4及 fc = 5,以及 
(106) 是否成立尚未获得确定的任何 *>3, 问题的解就完整了 . 0 (3) = 9很早以前 
已被 Wieferich 所证得.对于 A = 4及 A = \已知的最佳的不等式是 


19 在 分⑷ < 35, 37 在 g ( b ) ^ 54, 


其中的上界都是 Dickson 19 ®) 给出的+ 

HeqaeB 189 ) 证明了 p ((=))< 6 fe log fc + log log 

设 i / = 叫为一形如的数，此处 m > n . Pillai 199) 证明：对于全体 n > 32, 
使方程 N = u l + --^ u s 对于任何 AT 都为可解的$的最小值都等于 


2 n 


>g 2 


log 


(I) 


4.5 齐次问题 


用 N ( k ) 表示使方程组 


巧十， 一 十 x t =讲+ " * + y t 


(108) 


: rf + …+ 4 = 遒 +…+ 谜 

在下述的意义下为可解购最小整数 t : Xu …， x u Vl n 都是正整数，但 
yit … ，扒 不能是 欠1, …， A 的重新排列.又用 M { k ) 表示使方程组 (108) 为可 
解且使 


大 +1 


成立的最小的纟，显然有 


+…+ 4 +1 _鏜十 1 +… + W + 1 


k + N { k ) < M ( k ). 


用初等方法可以证明 iV ( Jfc ) < ijb ( Jb + i ) + L Wright 200 ) 证明了 


N ( k )^ 


2 


2 


( k 2 + 3), 假如 
( fc 2 + 4)， 假如 2| fc , 


又华罗庚 wi ) 证明了 


M ( k ) ^ + 1) 


log|{fc + 2) 

L log ( 1+ D 
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它是下述的由华罗庚 2 G 2) 证明的更一般性定理的直接推论. 

/ [logi(Ai + 2)l \ 

定理设 i > (fc + 1) — I ~~ i ™, +1 ,对于任何给 定的心 t 

\N 1 + fc)J 1 

M ， …，风； Mi , +*• (当 h / t 2 时， M tl / M f 2 ), 使下面 s 组不定方程 


. 对于任何给定的 \ 必存在 


N\, * - , N k \ Mi 


= &， i < & < a ：, 




E 4 


fc+i 


M t 


i=l 


都为可解. 

华罗庚 26)82) 还证明了下面的 

定理设 ifc > 2,又 i Q 为由下表定义的一个与 A 有关的整数 



3 8 23 


120 207 336 540 885 [fc 2 (3 log /; + log log + 4)] 



定理的证明主要基于 B HH or P awB 的方法与华 罗庚娜 引进的估计完整指数和 
的一个新方法. 

设个整数，又0 < 况< iVj <… < 凡为给定的一些 
整数. 命 Nfc = P k (P 是实数). Map 挪 aimmBH 皿 2 ° 3) 抒经研究过在叫充分大时， 
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不定方程组 

x[+- Ni 

g + …+ 4 = 


^ 4 + …+ 4 = JV* J 


是否整数解的问题.他证明了下面的 

定理 设况 =… ， 又设 ft ^ 12, r 
+Mog log 20 kg ] + 1, / > 3 kg 为给定的常数.如果存在常数 e > 
程组 

G+^ + ... + ^ = Ai’ 

技+这+ … + 』 


有适合 


Cn > s >0, n = 1，2, ■ “，/ 


及 


㈣ E 


的实数解此处 


亡、 …， 

A : : 

* 零 J 

打、 …， g - 1 

则对具有 s = f ^2 gr 的方程组 （109), 它的正整数解^…, 
…， iV fc ;i, …， A:;s) 适合下面的不等式： 

+o(A^ +25 ( 1_ ( 1 ‘m^( i+ + fc ) _ ^) 


(109) 

= [2fc log 10^ + 
0, 使^ 5 = / ，方 


x s 的解数 I ( N “ 

、 N k \ s ) 


此处 c 与切为某两个正常数，而 6 就是所谓奇异级数- 

关 J' © 为正的性质，已在 MapAataHHinBiiJiH 的工作中探讨过, 



第 5 章 rojit ^ ax 问题 

5.1 BHHorpaflOB 定理 


用 r ( N ) 表示将一奇数 AT 表成三个素数之和的表法种数，则有 

r ( N )= f \ s ( a )) 3 e ^ Na da , 

Jo 

此处 

S ( a ) = 

P^N 

P 经过< iV 的全体 素数， 

将积分区间移至 (—p 1 - ；)，此处 t = NLr \ 而 i = log TV , / i 为一 >16 
_正整数*用 m kiq 表示区间 

a — ^ + Pi \0\ ^ 1 € q < L h ，( a , q ) ^ 1. 

这些小区间互不重迭.区间的剩余部分用丑表示之. 

在 m Kq 上可有 


J 2 e 2 _ = E e 2 jci ( f +/ 3 )p 

P^N p^N 

^ XI e 2 吟 e 2 邮灯(咖分，，）一沉(作一 WO )+ 0 ⑷ 

n<iV 




E 


e 


270, 




? t ( n ; r )( e 2j5i ^ n — e 2 j ^( n +0) 

1 


+ 冗 ( 心外 2 攀)十咐 
由 Siegel - Walfisz 定理（第三章，§叫 (85)), 我们得到 


Q 


E e23CiaP= ^J 亡 6 加〒（ 53 li — 如伽 - + li iV ♦ e 2 "’ 


P^N 


( tq ). 
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- hO { NL -^ h ) 


W ?) 



+ 0{ NL ^ h ) 


V ^{?) k 

最后一步是因为 


e 2 n\^t 


e 23 d 扣-- 2 izi /3 j : e^^du < (3 {n - t ) 《 

在£；上，由第二章§ 15可有 

|5(a) | < NL 5 ~i h . 


所以得到 

r(N) - / (S{a)f^ 2niNa da 4 - 0(N 2 L~ 4 ) 

fifft 

N 2 

= 2 i 3 e(Ar) + °( N2L ~ 4 ^ (110) 

式中 

6(jv ) =n(i+^^)n(i-^ iy ,). 

因为 

酬嚷 - 六)音蚤 

故得定理. 

附注1 除了 Hardy 与 Littlewood 的开创性工作外，我们还要提到 Ester - 
maim 2( ^即 5) 的两个结果，这两个结果是在 BHHOrpe ^ OB 的重大贡献之前得到的. 
他证 明了： a ) 204 ) 每一个大的奇整数都能表成形如 pi + P2 + PZP4 的和数，这里的 
PH P 3, P 4 都是素数; b ) 205 ) 每一个大的整数都是两个素数与一平方数的和* 
附注2 在 BmiorpaAOB 的工作之后， JIhhhhk 12Jj2()!： ^ 与 Hy ^ naKOB 20 ” 给出了 

另外两个证明，这两证明都以 L 函数在临界带状区域中的零点分布为基础+更确 
切地说，所用到的性质是 Dirichlet L - 函数在矩形 /3 ^ a ^ ljt | ^ T 中的 
零点个数等于 

O{q 2j3-i T Mi-p)(3-20)-\ og m T + g 3 0)j 


此处 X 表一 mod g 的原特征，又记号0中所含的常数与 g 无关. 
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5.2 BHHorpaflOB 定理的推广 

1) 不少数学工作者研究了有 K 比例 条件” 的 r OJ mn 6 a x 问题,此即 

N = Pi + P2 + P3 ，Pi 〜 

在 iV -► oo 时成立 . 最好的结果是 Haselgrove 203 ' 所宣布的：每一个大的奇整数都 
能表示成 

N = PI +P2 -h^3, Pt = + O(isr^) 

的形状，此处 g < 1? < L 

2} 另外一些数学工作者 ^)21 D )2 U )212) 研究了如下类型的问题=对于 s > 3,找 
出 

N = aipi + a^p2 + -* + 

的可解条件,这里的 A ， …，〜都是给定的整数 3 而 

2V 三 l^(mod q ), 1 < t / < 

对于 s 彡3, 外理这些问题并无本质的困难,吴方 213) 更进一步推广了这个问题，他 
在某些条件下建立了 

m 

a ^ p u = bf ^ ju = 1,2, - - } n , m > 2 n + 1， 2 << F , v = l ，2 t - ”，m 

i/=i 

的解数的渐近公式 + 

5.3 关于偶数的 roJitflSax 问题的结果 

在 BMHorpaA ® 的重要工作之后，很多数学工作者 214 ^ 218 > 彼此独立地证明了 
下面的定理=几乎全体偶整数都能表成两个素数之和.华罗庚的结果较旁人的结果 
稍强，他证明了 Pl + P & 表出几乎全体偶数. 

JIhhhhk 作出了主要的推进， 

1 J 219) 在 Riemann 猜测真确的假定下 T 对于任何 e > 0及对每一大的整数 
总可以找到两个素数 pi 及 P 2, 使 

\N - p t - p 2 \ < (log Nf +e 
成立.又在一较弱的假定下，也即如果 


n(<t ， t) = c^t^ 1 — 叫 og 2 r )， 
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则得 

JV - 列一内 | < (log N ) 7 , 

由 Ingham 关 于相继素数的定理，我们立刻得到 N - Pl - p 2 < AT 转十勹 Jlmi- 
HHK 证明，由此甚至能够得出 

\N- Pl -P2\ < AT 013 . 

2) 220 > 对于任何给定的 IE 整数没> 1,恒存在 JE 整数‘使对任何给定的 k > k Q , 
每一个= 知 (mod 2) 的大整数都能用 


Pl 十 P2 十 +- h 9 Xk 


表出，这里的 Pl 与妁 都是素数, 而〜… ，办都是正整数. 

Rinyi 叫做出了另一个有趣的推进 • 

3) 存在常数 A ， 使每一大偶数都是某一素数与另一个不超过 * 个素数的乘积 
的和，在此 以前， EyxniTa 6 221 i 证明了：对于任何给定的 A > 0, 每一大偶数 N 都 
能表成 N ^ p ^- N f 的形状，这里的 p 是素数，而 V 的素因子都小于 （log AT ) A .这 
种表法的个数小于 cN/(logNlog logiV ), 而 e > 0. 

此处， A . Page 157 ) 证明：将偶数 TV 分解成一个素数与一无平方因子数的方法 
数等于 

nt 1 - ( p 2 -矿 ” n pf - y .! °( i^ (iog iog ^ )81 °® jog iogjv )- 

p p I, A" ~ 


王元 56 ) 证明了 

4) 在广义 Riemann 猜想正确的假定下，每一大偶数都是一个素数与一个至多 
是四个素数乘积的数之和， 

R 4 nyi 的证明主要基于的所谓“大筛法”的某一改进的应用，就许 
多关系来说，这个大筛法与 Brun 14 ) 的方法相似.这两个方法的主要不同点 是：在 
Brun 的方法中，由 modp 的全体剩佘类中所除去的类数 fc 对一切 p 都是固定的， 
但在 JImhhhk 的方法中，它们能够随 p 而变. 因为 JIhhhhk 的大筛法曾为很多数学丄 
作者 1 叩 14) 成功地应用过，所以我们现在把它的轮廓作如下的描述：设外，…，外 
为任意没个适合扒< \/ N(i = 1，…， y ) 的素数， 

定理用 /( p ) 表一正值函数， /( p ) < 又命 



mm 

,y 


f ( Pi ) 

Pi 
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假如从序列1，2, …， IV 中除去那些属于 mod 只(〗 = 1， …， 10 的 f(Pi) 个确定的 
剩余类中某一类的整数，则余下的整数个数不超过 

20 nN 

r 2 y 

证设 m < n 2 < … < 在 iV 为从序列1，2,…，中除去属于/(朽）个 
modp ,( i = l t 2, …， y ) 的剩余类中某一类的那些整数后所余下的整数.命 


则对 5 =士，显然有 


S ( a ) = [ e 2 兀〜， 

i-i 



Vi 


卜 +5 


o 


\S{a)\ 2 da^J2 J2 

pj 鉍 =i 


S 


y_ 

Pj 


+ x 


2 




这是因为任何两个积分区间都不交迭的原故.另一方面，我们有 



\S(x)\ 2 dx ^ 2Sp(l ~ 

7ii=nj (mod p) 


1 - 28Z 2 . 


用％表化诸数中与间一 &模 P 同余者之个数,则由 Schwarz 不等 
式，可以得出 


5 Z S 1 = ^ 

n.i=nj (mod p) i 


(I>) 


2 


p- f(p) V 




于是得到 2 

证明完毕. 

这个定理具有下述的等价 形式： 

设 TH < m <〜<7 i z SN 为 z 个正整数，用/⑻表一适合/⑼< P 的正 
值函数,而命 

min 氣 0 ， 

p^Vn P 

则至多除了 

2 QnN 

r 2 Z 

个例外的素数外，对 f -每 一素数 p < \/ N , 整数7^—定分落在不少子 
p - /(p) 个不同的模 p 剩余类中. 
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5.4 Waring 」 b ji ax 问题 

§5.4 与 §5.5 的结果都可在华罗庚的专著 222 > 中找到. 

1) 设 4(iV) 是以素数 Pl ， …， P , 为变量的方程 

pf 十…+ M = AT 


肋 解数， 子是对于 




2 k 


当1 < fc < 10, 


2k 2 (2 log k + log log k 4 - 2*5) ， 当 > 10, 


可有 


r $ 


h ( N ) = e(N) 



— i 


+ 0 


( f ) (log N) s 邱 + 1 


log log JV ) s 


此处 


oo 


®{ N )^ B s ( N , q ) 7 


Q m - 


Q 


Bs ( N , q )^ (WH^(q)rer 2 ^^ 


(h^) = l 


I = E 好 


2n\hl k fq 


( M)=i 


这里所用的原则是找一 t , 使 


0 


P 

E 


e 


2TUOJ； 1 


2t 


da < P 2t ^ k 


成立，由此并按第二章 § 15 的定理2,我们得到：对于 S > 2*, 


l ( E ^ 

Jb 


3 /■! 

\ 23tiNci[ j _ d r — ffn 、 a— 2* 


e -2niN<， Aa ^pL-^oy 


0 


p^p 


2 n \ ap f 


2t 


da 


<^ P s ~ 4l L 


—2t r —— 專 i 


F 0 


F 

E 


'2 jtkc J 


2« 


da < P s ^ k L - a \ 


这里的五就是所谓 “ 劣弧 ” 
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这个结果能够推广到 


fi ( jn ) + …+ f s ( p A )- = N 


的问题，此处 A ， …， / a 为 s 个首项系数为正的整值多项式 
2) 设， || fc ， 而 

K = I ] 


(p-i)lfe 


这里的 7 当 p = 2 而 2| fc 时等于0+2,在其他情形，则等于 0 +L 

用 H ( k ) 表示具有下述性质的最小整数 s : 它使每一充分大的= s(mod JT ) 的 
整数都能表成 s 个素数的 Jt 次乘幂之和.通过研究算术性状，我们便由 1) 得出 


H(k) ^ 


2 免 + 1 


当1 10, 


2k 2 (2 log k -h log log k + 2.5)， 当 fc > 10. 


因此,每一大奇数都是 .二 个素数 的和； 每一个三 5 (mod 24) 的大整数都是五个素数 
的平方 之和; 每一大奇数都是九个素数的立方之和+ 

更进一步，我们有 

H(k) 矣 2 fc 十 2 m + 7， 


此处 


】 0 呂2衫+ -石) 

— 吟4) 


2*^(2 log k + log log k + 3), 当 > 12, 


2 k ~\ 


当 * < 12, 


读者注意, 2k + 2m -f 7 ^ 4 fe log A * 

借助于 Davenport 的引理，我们还能得到 

J ?(4) S 15, if (5 K 25,丑⑹ < 37 3 // ⑺ < 55, H ( S ) ^ 75. 


5_5 问题的变形 

Halberstam 2 叫 证明： 几乎全体正整数 m 都能表成 + 的形状，这里 

的 Pl , P 2 都是素数，而 T 为 一 正整数， 

Prachar 224 ) 证明：几乎全体偶整数都能表成 


Pi +P2 +l4 +P4 
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的形状，这里的 Pl ，M p 3 扒都是 素数； 他还证明了，全体充分大的奇数都能表成 

Pi + J >2+ Pa + P 4 + Pt 

的形状+ 

设 c > 1 非整数，靈， IIIaJiHpo - nJiTeiiKHH 22 5 ^证明：对丁■任何给定的 e : > 0 , 
存在叫 = N 0 { e ), 使对往何实数 iV > JVo , 当 r > H ( c ) 时，不等式 


都有素数解.他还证明了 


|Pl + ■ - + — iV | < £ 


+oo C log C 


5.6 齐次问题（请参考 MapA3KaHHinBHJiM 22e )) 

1) 对于任何整数 A > 2,用 I ( N U …， 凡）表示满足方程组 

… + P 卜凡， 


piH - \~ps 二 M 


的素数组 PU ％的组数. 
设&为由下表给出的 数值: 


7 19 49 113 243 417 675 1083 1773 2k 2 {3 log ^ + log logJfe + 4) 


并置 [ N^j = P , 则对 5 > 渐近公式 


I ( N k , …， N r ) = hP ^-^^ L ^ eiNk , …， N ± ) + 0( P®-^(^+ 1 )£-^- 1 log L ) 


成立,此处 


它 2_^^+… 十 71af > dx j 




— OO 


— oo x J 0 


©( Nfc , …， 叫) 


CO 

E 


舴，… 1 分 1)， 


Qi^ rK 1 


龜… ，似 )= E 


^■1，，■_ ，凡 Jt 
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^{Q) ^ 1 

<9 是仍 ，… ，处的最小公倍数， fti …， Ajt 分别通过 mod 仍 ，…， mod 办的缩剩 
余系，而 x 则通过 modQ 的缩剩余系. 

2 } 我们也得到了保证主项确实大于误差项的两个条件，它们是 1 ) “阶条件”与 
2 ) «同余条件”.实际上> 1 ) 保证了方程组： 

a：i + ■ - + ^ = Nk, 1 ^ h ^ k 

具有正解，而 2) 保证了同 余组： 

xj + — - + = Nh, (mod q) } 1 ^ k 

对于全 体 > 1 都可解 • 

更多的结果可在 §5.4 开始时所引到的华罗庚的专著 @ 中找到. 
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6.1 定义与 Weyl 判别法则 


设 f { x ) 为一实函数.对于给定的满足的 a 与6,用 N ( P ; a , h ) 
表示使 

a ^ {/(^)} < b (111) 

成立的整数 n < P 的个数，这里的 {/(n )} 表示 f ( n ) 的分数部分.如果 


lim 

P—KX 


N ( P ; a 肩 


= 6 — 


( 112 ) 


则称/⑷模1 一致分布. 

Weyl 2 °) 给出了下丽的重要判别法则. 

定理1如果 / Or ) 模1 一致分布，则对任何黎曼可积函数 w ( t )， 都有 

jtp H 祕 (*)dt (113) 

a?;l 

这几乎可以从黎曼积分的定义立刻导出.又取《；⑴= 1( 当 a < X < 6时)， 
w { t )^= 0( 在其他点 上)， 就立刻得到逆定理. 

在黎曼可积函数的集 合中， 我们选出一个特殊序列 


2mht 
e 1 


ftr — Oj 土 1 , ±2, * 


(114) 


(114) 的线性包给出每一黎曼可积函数，这就建议了 
定理 2(WeyI 判别法则）当且仅当 


P h ^o 


P 


E 

x^l 




0 


对于任何确定的整数 fc / 0都成立时，函数/⑻模1 一致分布. 

证充分性的证明.设 G ⑷为一具有周期1的 函数， 当0 < i < 7时， GW = 1; 
当7 S « < 1 时， G ( t ) = 0. 于是 


p 

iV(P ; 0 l7 ) = X；G(/ ⑻). 
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命 t ? 为一适合不等式27/ < 7 与< 1 - 7的正数.我们作出两个辅助函数 Gi ( f ) 
与 G 2 ⑷，它们都有周期1,并且适合 


6^2(0 在 G(^) < Gi (i). 


又 G ^ t ) = 1( 当0矣 ； t < 7 )，= 0 ( 当 7 + ?? S < 1 — 的，而在 一 T ? ( * ( 0 与 
7 ^ ^ ^ 7 + ^?中它为线性函数； C ?2 ⑴二 1( 当巧 S 《7 — V )，= 0 (当7 S < 1)，在 

中也为线性函数.因为 Gi , G 2 都为连续，故有一致收敛 

的傅里叶级数 展开： 

DO 

G^t) = 7 + 7? + E ( a 沾嫌 + b h e- 2 ^ ht ), 

h=l 

oo 

G 2 (t) = 7 -打十 ^(a ； e 2fci ^ + t/ h e - 滅 ' 

h=l 

在这两级数中 } 都置 t =/( I ), 并对 z = ：^2, …相加，就得到 

lim 叫，) =7 . 

P^oc P f 

我们先研究线性的情形.因为对于任何整数 h ^ Q 与对任何无理数+都有 


1 P 

lim 7 ^ lim wi 


I sin 7iha \P 


= 0* 


故得 

定理 3 对于任何实无理数％序列 


2 a , 3 a , * * - 

模1 —致分布. 

由定理2我们能够导出 

定理4 设 f ( x ) 为一非常数的并且至少有一无理系数的多项式，则序列 

/(X )， x = 1,2,- ■ 

模1 一致分布. 

Van der Corput 2 ^ 将此概念加以推广 } 从而得到了 

定理5 如果对于任何固定的正整数 qj(x + q )^ /⑷模1 一致 分布， 则函 
数 /( aO 模1 一致分布- 
Weyl 也证明了 
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定理6设 g ( x)(x = 1，2,3,…）为一列互不相同的整数，则对几乎全体$函 
数叩 ( a ) 模1 一 致分布（这里的“几乎全体”是按勒具格意义而言). 

为了证明这个定理，我们利用恒等式 

1 iV ^ 

/ > 2 一⑷ = l a 一 0,九是非0整数- 

JV x=l iV 

由此我们能够估计那些使被积函数大子一个给定正数的 a 所成集合测度的上畀. 

另一方面，对于任何给定的实数4我们能够容易地构造出一列整数 g ( x)(x = 
1， 2, * ^ 使 ag ( x)(x = 1， 2,… ） 模 1 并不一致分布 . 

Koksma 228 ) 用 Weyl 的方法证明了 

疋理7 对于几乎全体实数 Q ^ 1 } 序列 0^(3： = 1，2 : ...) 都1 ~ "致 分布. 

但到现在为止，人们还不知道#是否模1 一致分布. 


6.2 误差项的估计 

采用§36中的记号，我们称函数 


为误差项，而称 

R ( P ) = N ( P ; a , b )-( b - a)P 

(115) 


D { P ) = R { P)/P 

(116) 

为离差，如果/(4模 ] 

L 一致分布，则 



R ( P ) = o ( P ). 

(117) 


根据第二章§7的结果，我们有下面的 

定理 lf BuHorpaAOB 229 )) 设 > 2, P > 1，又设 


f(x) = ax k 4- aix^ 1 H -+ a^ y 

a ~\ < = v 1 (q( 

则对 /(z) 的离差 D(P), 我们 得到； 对于任何 e > 0 ， 

D(P) = 0(L), L = P^p-'+g- 1 + qP- k ) 2l ~ k 

成立 + 
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为了证明这个定理，取 Tf : P- 2l_fe < ^及 

o 

0 < y < 1 — 2 r/j 


并如 §6.1 中那样定义&⑴与 G 2 ( t ), 于是不难得到 

由此 


p 


p 


7V(P ; 0, 7 ) = X>(/(x)) < 乙叫 /㈤) 


(7 + t ?)^ + 2 

h=i 


F 

E 


e 


2 K ^ hf { x ) 


+ 0( 尸 


1_2 卜 


证明的主要部分在于二重指数和的估计，而由第二章§7知道它< PZ , 因此 


JV ( 产 0,7) <TP + 0 ( 尸 i), 
类似地，我们用 G 2 ( x ) 代替 G . lx ), 便得 

N(P^0,y)^^P + O(PL). 


所以 


R{P) =： O(PL). 

如用 Braorpa ^ oB 更精密的结果，我们能够得出 
定理2 设 


f(x) = ajt+i / 十 1 + …+ a\x 


为一实系数多 项式； 又设 s 为 fc + 1,…，2诸数之一,并且 


0>3 


h 


< (h ， g) = 1， g > 0, 


则有 


此处 


R ( P ) = 0旷 p )， 


” r / 妒 log l^±M 
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t 随 F 与 q 而变，它的定义如下: 


穹 = dP T , 当 1 < g < ciP y 
r - 1 ? 当 dPqa 尸- S 

q = c 2 P s ^, 当 q /— 1 c 3 F % 


ci , c 2 l c 3 都是确定的正常数. 

对于 2 € A < 10,用 Weyl 的估计（第二章 §7), 我们得到一个类似的结果.对 

于线性与二次多项式 /Or), 大量的更进一步的结果已为很多数学工作者所获得(参 
见 Koksma 230) ). 

更一般 地, Erdfe 与 Turin^ 1 ) 证明了：如果外…都是实的，又若对全体 
正整数 


不等式 


成立，则 


k = m [ P )’ 


p 

E 


2mkip v 


^ 谁) 


R{P) = 0 


P 


i + 5： 


捧) 

丁 


它是 Koksma 230 ^ _ 个定理的改进. 

附注如果{/⑴}, {/(2)}，…构成一无穷序列，则有 




log log log P 
Log log P 



此处 

及 (J>) = m \N(P;a, b)-(b-a)Pl 

U^a<h^l 

因此，不可能有实函数 f(x), 使它对 i = 1,2，".有无宄多个不相同的分数部分， 
II有有界的误差项.这个结果属十 van A^denne-Ehrenfest 232 ' ? 它回答丫 van der 
Corput 提出的一个问题+ 


6.3 以素数为变数的函数的分布 


一旦 BmiorpaflOB 证明/他的著名的“三素数”定理，他的方法实际上也包含 
了关于函数哗的模1 -致分布问题的解决，这里的 p 跑过全体素数.事实上，由 
Weyl 判別法则可知，充分而又必要的是去证明：对于任何固定的整数 ft / 0 ， 

X； e 2nia/lp - 0(n(P)), Q 是一无理数. (118) 
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命 T = P(log P )-{<7 ^ 16), 又命_为 W 的第 fi 个渐近分数；对于任何给 
定的 e > 0, 取 扣。 很大,使对任何整数,恒有 

响)> 

又取 P 0 很大，使 T ■卩=凡 (log Po)- ff > q n „ 则对任何 P > P 0 , 恒存在一 n > n 0 , 使 
不等式 


成立.于是 


^Tt T <Jn+l 


ha 上 

9 n 9 n+l Qn ^~ 


如果％ < log ^ F , 则由 SiegeL - Walfisz 定理（第三章,§ 2 2, (85)), 我们得到 


E 

p^p 




KOn ) f 
J 2 


P e 2tx\(ha-^)t 


log 


dt + 0(Pe 


!\/log F ' 


由此导出 (118). 如果 log^P < q n < P ( l0g P )- ，則用 BmiorpaAOB 定理（第二章， 
§15)， 

J 2 ^ ih ^ P ^ 0( P(log F )- 3 ), 


p<p 


也得到 (118). 

Bhhotp ^ ob 对大多数有兴趣的情形获得了更好的误差项.他用到下面的估计: 
定理1 假设 r 满足不等式 




又设 


a -- S 丄， 

Q qr 


( h , q ) 


及 e( log p )* 0 < g < r ， 并命 4 = ( f 1 + 


E 


2ji\tnpot 


P^P 


而 if 《 A ~ 2 , 则有 


S KP ( A l ~ £ + F -^ +£ ) 


用此定理及 §6.2 的方法，我们得到 
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定理2 在与定理1相同的假定下，用 H ( P ) 表示适合 

{0£ p } < 0 ， p < P 

的素数 P 的个数 3 此处0 < 0 L 则有 

H(P) = 0HP) + 0 (^ 7 ), 

而 

7 ;( 殳 _1 + qP~ l )^ £ + J> - 卜、 

特别，如果 a 为一具有有界部分商的无理数，则能这样选取使它落在# 
的两个常数倍的中间.于是得到 

H ( P ) = /37 r { P ) + 0( P ^ £ ), 

这里的误差项异常地好.与作为 P 的函数的 tt { P ) 相比 ， 它比后者的渐近表示中任 
何已得的误差项要优越得多， 

设/ ㈤ 为一多项式 s 它的首项系数是无理数，则 {/&)} 模1 一 致分布 233) ，对 
于无理数 a ,{ ap ] 为模1 —致分布的结果,先是由 Turan 23 ^ 在广义 Riemaim 假设 
下证得的. 

6.4 { a x } 的分布 

在§ 6 ,1中，我们已经看到，对于几乎全体实数都是一致分布的 + 但对 
某一给定的 a ,{ a ^} 是否一致分布的问题 t 至今还未获得解决.特别，我们还不知道 
{ e 33 } 是否一致分布 + 

noCTHKKOB 2 ] 5 ) 用 BMH0rpa40B 方法证明了下面的判别法则. 

定理1 设 g 为一 > 2的整数， a 为一实数，用 N ( P ' a ， b ) 表示使 a s { aq ^} ^ 
b (0^ a < b ^ 1) 的整数 x ^ P 的个 It 如果存在常数 c > 1及 fc > 0,使 

^ b) < c(b - a) (l + log-J-V 

对任何 a 与 b 都成立 ， 则函数模 1 —致分布， 

K 0 po 6 o B 236) 得到了下面的结果. 

定理2 设§ > 2为一固定的整数， 


Pni^l) = 1 -S Q n +n _ li 0 ^ Si ^ q - l f 1 ^ i + n - 1, 
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此处…万 n ， 知知 … ‘十1，… )S q ^5 q n^i - ^ . <5 g n 十打_ i 等 g n 个数互不相同;乂命 

Pn ( Q ) - S 1 -5 q ^, 

而 伽) 为适合 Um - oo 的任何正整值 函数; 最后，命 

蚪 — oc 

a = 0 * K ⑷… pi (q) /4 ⑷ … ⑷ …0 二⑷ .- 乂⑷…， 

、 — ^ ■ 〆 、 y . ， 、 T 

^(1) ^(2) 嗲 Qi) 


则 { aq x } —致 分布， 

定理3设为—实值函 I 对于任意给定的不全为零的整数 nn ，…， m s ， 
假设和数 

mi(p(x H- 1 ) H - f- m s ip(x + $) f : r = 1，2 } *.- 

模 1 一致分布，又命 

^ f ； [⑽)滿^ 


则 {^} —致分布 . 

Ko P 0 6 ob 237 ) 还证明:^如果 A > 1为一代数整数,并且适合某种条件，则 {^} 
一致分布，此处 

f 咖 Yu ( 1_1_\ 

— 6 Pi(^ Ti - !) \ Xni Xni+1 )' 

式中的 vununMi ) 都是整数 1 为一有理数;它们每一个都受到某些条件的 限制. 


6.5 不定不等式 

设/0)模1 一致分布,它有离差 D(P), 亦即，适合 


7 一 e < {1(^}} ^ 7 + ^ 


的整数 x^P 的个数等于 2 eP + PD(P). 于是对于 e > -\D(P)l 存在整数： c , 使 


\{f(x)}-j\ <e 


(119) 


成立，特别，如设 fc > 11及 


f ( x ) — ak ^ i ^ k+1 + …+ ol ^ x ^ 


a 


s 


h 

q 


< 
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则由§ 6 . 2 定理 2 ,我们 得出： 存在整数使对大的 P , 


K/W}- 7| 《尸 1 

成立. BHHOrpSLAOB _/^ /这个 定理， 

定理设 

/㈤= UhX h + …+ akX k 

为一实系数多项式，此处 fe <…< fc 都是正整数.又设卬为¥的系数，并且 


a 

cti - 

q 





(a,q) = 1, 


用表示 /( 工）的非零系数的个数，而 D 表它们的足标的和，则必存在一个具有下 
之性质的 co(fc ): 对于 g >卬(幻，存在整数 A 使 


成立，此处 


|{/(^)> -7l < <T P , 0<x<qT 

log D 

P 4kgl(\og D + l)log(£) log £> + !>)' 


第 7 章其他数论函数 

7.1 弓丨 言 


如果 /( n ) 对正整数 n 有定义，则称它为一数论函数.如果对 ( m,mO = 1,有 

则称它为积性的.又如常成立，则称 

它为完全积性的. 

下列数论函数在文献中经常出现. 

a ) Mobius 函数 p ( n ) V 其绝对值 |/ i ( n ) 都是积性的， 

b ) Euler 函数 « 它表示< n 且与 n 互素的正整数个数. 

c ) 除数函数 rf ( n ), 它表示〃的正因子个数，或更一般的有 

<^a(n) = y]d a . 


d ) 函数它表示将整数 n 分解成两个平方之和的方法数，或更一般的有 

T m(n) = Yi L 
+ … 

可以举出大量的数论函数，但在 这里， 我们只准备给出其中极少数几个能与数 
论的解析方法紧密结合的数论函数的结果， 

有关数论函数 /( n ) 的问题，主要是关于 /( n ) 的性状与对大的 nj ( n ) 的均值 
性状的问题. 

对于前一种情形,我们讨论下述各种 问题: 设法找一函数利 n )， 使 \ f { n )\ < 功 ㈨ 

对全体 n ， 对几乎全体 n , 或对无穷多个 n 成立+对于函数也有类似的问题， 

/⑻ 

它也是一数论函数. 

例如，我们有咖) ( n -1 及 

— y ( n)log log 
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又有 


2 ^ d ( n ), 


log d ( rz)log log n 
i^oo log n 


=log % 


lim 

n—Kx> 


咖） 

n log log n 



此处 7 表 Euler 常数， 

第二种情形,也就是关于平均值的问题，在解析数论中占有更重要的地位.通 
常，我们能够给出一个渐近公式 

E 削= P W + 寧)， 

n^.N 

® 于 IV — oo 时趋向于 a 主要问题在于寻求 R ( N ) 的最优阶，还有另外一些 

问题，如关于的仏结果与 R ( N ) 的平均阶的问题等+ 

对于数论函数 f { nl 我们定义 


印 )= E 

n=l 


f(n) 


s = cr + it 


为它的生成函数.通常，它在某一右半平面如沁> < r 0 中正则.大家知道 




*(71 十 ioo 


,s 


F { s )— ds , 


n^x 



常用的办法是将积分途径移到 = — oo , 而得到 一 个与 Riemann-von Mangoldt 素 
数公式类似的显式，或者将它移到某一直线而得到一个附有误差项的渐近公 
式. 


7.2 ^2 Jain ) 与 r m ( n ) 的表示式 

n^x n^x 


命 


f ( 之 )= > : a ni \ 


r 2^— fc 


{知}与 { A ,} 为两个给定的序列+为了这里議目的，我们假定知= 0(#) 及 
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于是从著名的公式 


niei kKi Hl ： } (2\ s ) 


' c+icio 


2 ^i J c _ ioo S ^ T { Z -^) r [ Z ^ h ^ 


其中 H^(s) 为第一类 Hankel 函数，我们能够得到 


fk ( s ) 


2冗1 J c—ioo 


c+ioc / 3L 

s^F(z)r [Z-- 


) r ( 


z + ^]dz 


= me ^ km ^ a n A ~ fc H ^ 1 ^(2 iA n 5 ) T 


n- 


另一方面，如将积分途径移到 <7 = - a ， 这里的 a 适合不等式 


k < a < min ( - A : + 1,2 


+ 


k 


k 

2 


则得 


fk{s) = 外 0) 


__<t+ioo 


s -^ F { z ) T[z 


2Jti J_ a . 


IOO 


4 


r I z 十誉 I d2 , 


此处 ip k (s) 为求积函数在带状区域 -a < X < C 中的各个留数之和.故若 F(z ) 在直 
线 a = - a 上的性状为己知，则由此我们能够导得 f k (a) 的另一公式.将这两公式 
代入积分 




2 jti 


f k (s)fl 十 k(4nis^/^) 


■rr 




X 


ds ^ 


而取适当的 A , At , 我们便能得到^^的一个表示式.当如二〜 ( n ) 时,我们取 
F{s) = ? ( s - 吾) ( s + f ) 人 = 4jtV ^； 而对 On = V m {n } 7 则取 

fc = 号一 1, X n ^ 251F(s) — Cm ^ + - 

此处 G ⑻ 为在 of 时由等式 




K + ." + o a 


表示的 Epstein C - 函数 ■ 
Oppenheim ^ 9 ) 证明了 


52<Ta(n) - ^a a (x) = 一 S ^^|sm^aJiIi + a(4jiV^) 
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+ 


cos^ajr|^Yi +0 (4jf\/^) + ^i^i+ a (4jt\/^) (120) 


这里的也⑷为 z ~ l a ^ - a ) x ^ 的各个留数 之和； 级数在 W • 时对于任何 
S > 0都 ( i ?， n ，| a | — i + e \ 可和，而在 | a | < - 时收敛，又 


〜(打)一 \ T ^{ x ) = J 712 m \ 十工弩 £ 

^ 2 r (i + - J 3 〆 2 

这里的级数在 m = 2 时收敛，而在 m > 2 时(丑 …， |(m -3)+^ 可和 • 

在这两种情形中，可和性与收敛性在任何不包含: r 的整数值的闭区间中都是 
一致的 - 

对于具有行 列式公 的任何正定二次型… , x m ) = 也有类似 

M 结果.亦即，如用 r m ( n ) 表示 G = n 的解数,则相应地可以得到 

rm ⑹- 2 Tm ^ = ffy V (~ m —" TV — 1 + VB X ^ ^ ni 

nO VVl v n=l 


7.3 — 般区域中的整点问题 

BnHorpaaoB 与 van der Corput 互相独立地发展丫处理 一 般区域中的整点问题 
的方法，他们的方法也包含了 Voronoi 与 Sierpinski 的结果， BuHOrpaAOB 的方法比 
较早些，也比较簡单些（就其在“数论基础” 68 ) —书中的最后叙述形式而言)，但由 
它所得的结果要比用 van der Corput 方法得到的差一对数因子（这对圆内整点问 
题与除数问题都不生影晌).另一方面， Jarnik 指出， van der Corput 定理是它这类 
定理中的最优的， Van der Corput 的结果叙述如下： 

设函数/(过）在区间中具有二阶连续导数，并且/ (^) > 2 ,0 < 

f ( u ) < 1, f f / ( u ) > Z ~ 3 , 之 > 1-用© 表示区域 /(奴).设 /(@)为 

0的面积，而 4(®) 为@中所含的整点个数 7 则有 

\ A ( e )- I (&)\<^ z 2 . (121) 

Jarnik 构造出了一个适合前述条件的函数,而在曲线 

V = f ( u) t ^ 

上有多于个整点. 
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7.4 圆内整点问题与除数问题 

用 Kn ) 表示将非负整数 n 分解成两个平方之和的分法种数.和数 A ( x ) = 
r ( n ) 就等于落在圆 V 2 + v 2 中的整点 ( u , v ) 的个数. Gauss 66 > 首先证明了 

A ( x ) = JUT + 0( y / x ). (122) 

以后， Jarnik 240 ? 推广了他的证明原则，而证明了下丽的一般结 果：设 1} 为一封闭 
的有长 Jordan 曲线： i 为它 的长， >1 为它所围的面积，而 TV 为含在 D 内的整点个 
数，则有 


|^1 - A^| < L, 

现在人们把寻求使 （122) 成立的最佳误差项的问题称做圆内整点问题. 

设 d ( n ) 为 n 的因子个数.和数 D ( x )= d ( n ) 就等于包含在双曲线的扇 

形 


UV ^ X, U ^ 1, t; ^ 1 

中的整点的个数+ Dirichlet 67 ^ 首先证明： 

D(x) = x(log x + 27 - 1) + 0(\Zx), (123) 

此处 7 表 Euler 常数.寻求使 (123) 成立的最佳误差项的问题称为除数问题. 

寻求使表示式 （122) 与 (123) 成立的最佳误差项的问题，吸引了几何数论方面 
的研究工作者的主要注意力. 

1903年， Bopohoh 241 ) 首先打破记录，他对除数何题得到了用 C^ilog ： r ) 代替 
O ( xi ) 的结果；而在1906年， Sierpinski 242 ) 对圆内整点问题，成功鮑用 O ( xi ) 代替 
了 0( x ^ ) + 


7.5 估计指数和的方法 


用 w 表示使 


A ( x ) = jet H - 0( x lJ ) 

成立的 p 的下极限 * van der Corput 引进了估计指数和的方法，从而证明了比 i ? < | 
更好的结果.这个结果已为很多数学工作者改进 . 0的历史可以总结如 下表： 
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作者姓名 W. Sierpinski 


^ 163/4 似 


作者姓名 A. Walfisz 244 > 



37/112 


van der Corput 34 ^ 


27/82 


W. Nieland 245 ) 


37/112 


J.E+LUtlewood 24ft ) 与 A .Walfisi 


15/46 13/40 


E. C. Titfchmarsh 78 ^ 华罗庚 2 叫 


除数问题的对应发展如下 




1/3 


作者姓名 F. BopoHoft 


33/100 


J. G. van der 
Corput 74 ) 


27/82 


J. G. van der 
Corput 247 ^ 


15/46 


迟宗陶 

RE- Richert 2 叫 


另一方面，对于这两种情形， Hardy 2 % 与 Ingham 251 ) 证明了 或者更精 

确地有 


— A ( x ) -nx > ^ ^ - <0 

E —00 ]0g4 ^ X—^OO X 4 log ^ X 


7l(a:) — kx 


lim 


D{x) — x log x — (27 — l)x < q < y~ ^{ x ) ~ x l°g x ^ (^7 — 1)^ 


x ^ log^x log log 




log log x 


关于误差项的均值，我们有下丽的 定理: 


!矾 3 ( 昼 M!) 


r 0 




( D ( y ) - y log g / - (27 — l ) y) 2 dy 


+ 0 {x log 5 ^) 253) 


7.6 除数问题的推广 

用 d k ( n ) 表示将 Ti 表成 fc 个因子乘积的表法种数，又命 


» ^ ^ <ik C 7i )) 


n < a ： 


则有 


D k { x ) 


■c+ioo 


2 Jti 


C —!©£> 


e>l + 


w = l 为 一 fc 次极点，其上的留数形如 xP k {log x ), 此处巧为一 - 1次多项式. 
我们记 


£^(x) = a:/4(log x) 4- Ak{x), 
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对于 fc = 2,我们回到了上面研究过_除数问题.我们相应地定义 M 为使 

也 ㈤= 0(^) 

成立的数办的下极限，它的历史一览表如下： 


k 


Otfc 

< 

k 十 1 



k — 1 

Otk 

fc + 2 



71 

a 7 

107, 


fc = 2,3,4,… （ BopohoW 川， Landau 23y )) ， 


& — 4 ? 5, 


( Hardy - Littlewood 254 ') 


^ ^ aio ^ a n ^ ^ (董光昌 255) )， 


59 


43 

37 


^ -^7 (Atkinson 255 ))， 

75 

( Hardy ， 


2 k 


猜想的结果是 


ak 


k-1 

2 k ^ 


用 A 表示 A k ( x ) 的平均阶，亦即对任何 e 使 


i£4(,)dy = o(^-) 


成立的最小的数.显然有 




Titchmarsh 25 ” 证明了 


0 k ^ 


k - 1 

^2 k ~ 


又，人们己经证明: 


& = ^ (Cramer z58) ), At < 尝 （ 董光昌啊)， 

S 54 




-^ 255 ) 

2 




11 25&) 14Q 255 ) 


7,7圆内整点问题的推广 

我们研究 n 维椭球 

71 

F(u\ ^ ” ’ 1 ^n} = 〉 : 
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中的整点个数 4(4 = A f { x ), 此处 F ( u ir - f u n ) 为一具有行列式 D 的正定二次 
型.如果存在数 0), 使对全体^ aa ^ 都是整数，则称型 F 为有 理的; 否则称 
F 为无理的+ 

用 V { x ) = V F ( x ) 表示椭球 


的体积，大家知道 
命 


F(wi，■ ” ,n n ) ^ x 

V(x) = J^y/DT ^ 

p ( x ) = Aq(x) - Vq(x )， 


Landau 259 ^ 证明了 

P ( x )^ 0 ( x ^-^) 7 
P ( x ) = /?(工平)- 

对千 n > 8, 关于有理型 F 的 O - 问風已为 Walfisz 2 叫 完全解决.对于4 < n ( 7, 
Landau ^ 5 用 Walfisz 方法的一个变形，得到了阶中指数的最优结果,这 就是： 如果 
F 为有理，则 

P { x ) = 0 ( x ^~ 1 ), n > 4， 

P ( x ) = 0 (x log 2 x ) } n = 4* 

Jarnik 262 > 证明了 

P ( x ) = 

对于 n = 4, Landau 获得的结果与最后结果只相差一个对数因子.下面是更精 
确的结果： 4 

P (无)— 0 (x log 營 a log log $) ( Walfisz 26 ^), 

P { x ) = 0 (x log ^ . 严 4 ) * 

设 , 

R i x ) = ^ / l p (y)|dy T 
^ Jo 

t{x)= p 2 { y ) dy T ' 

Jarnik 262 ) 证明了 

a ) il ( x ) - nix ^). 

b ) 对于有理型 


R(x) = f2(x^~ 1 ). 
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c ) 对于 F = 

i=l 

R ( x ) = 0 ( x ^ log 2 x ), n = 2, 
R ( x ) = 0 (x Hog x ) } n = 3， 
JJ ( x ) = 0 (^ 2 - 1 ), n > 3, 


d ) 如果将 R ( x ) 换成 T ( x ) y 上列结果仍然正解. 

Jamik 2 e ^ 证明： 如果 F 的全体系数都是整数，则有一仅依于 F 的使 



Ha: 2 ]og x + 0( x 2 log ^ x ) } 
Hx^~ l + 0( g ( x )), 


n 二3, 

ti 3 j 


此处 & 

5 f(x) = x^log n = 4, 

g ( x ) = x ： i log 2 x f n — 5, 

5 ( x ) — x n ~ 2 3 n > 5, 

对于 n > 5,上之结果己是可能得到的最优结果,对于 n = ^ Walflsz 也得到了此同 
一结果. Walfisz 也讨论了和数 

m 4 x 

此处 r ( m ) 为 F = n 的整数解数.有关这些问题的结果的详尽叙述，可在 Walfisz 
的标题为“高维椭球中的整点问题 I — IX "的原始工作中找到. 

Jarnik 还研究了椭球 


F = ai(xl 十 ，” + + ct2(x^ +1 + ■ 十 

对于 n - F = x \ + x % + 这就是所谓球内整点问题 * 我们用 a：i =心，奶=工3, 
X3 = $1， A = 0, Q = 0与办 = 0等六个平面将球分成48个部分，在每一部分中 
的整点个数显然相等，我们用 G 表示此数+截面上的整点都以半数计之，于是因为 
截面交线上的整点个数等于 0( 故有 

A-480 + 0(^5). 
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在建立了 ^Fourier 级数与函数的分数部分间的一个关系后， BKHorpaflOB 依靠 van 
der Corput 引理（第二章， §8) 的帮助，证明了 


P(x) = O(x 0,7+e ) (BmiorpagoB 哪）)， 
P ( x ) — O(x 0/r 405 ^-') (Bmiorpa 及 ob 2G7 ))， 
P(x) = 0(^15 '' € ) {BnHorpa^OB 3fiS ^). 

又 Szego 2 ^ 证明了 

P (: r ) = i ?( x ^ log ^ a ;). 


BMHOrpaAOB 估计球内整点个数的方法，可以直接用来估计具有负判别式 
而 t S $的纯虚二次型的全体类数之和.事实上，这两问题的相互关系类似于二维 
空间中的圆内整点问题与除数问题的关系， 

对于球面上的整点个数的估计， J 1 HHHHK 270 ) 得到下面的 
定理设 m = 1， 2 (mod 4) 或 m = 3 (mod 8); 又设尸 为球 : x 2 + y 2 + z 2 = 
m 上的一个凸球面区域，它的边界由有限多条光滑曲线组成.用 g 表一适合条件 
= 1的奇素数.命 H 0 ( m ) 与 H ^( r ) 分别表示 F 3 上的与 厂中的适合 

W ， y ， z ) = i 的整点 个数， 又命丑 ( m ) 与 H ( r ) 分别表示 f 3 上的与 r 中的整点个 
数，则对固定的 q 与 m — oo , 可有 

tups 

掛 i ( 尸 ）=^ (mKl + ir G ( A ， m ， g ))， 

nios f 、 

H ( p ) = 4jrm + AT ( A ， m ， g ))， 

此处尸表 r 的 面积 ； A > 0 为适合 > A 的任何常数，而对固定的；^ 
及 m — 00 ,有 Kq ( X , m , q ) — Q 及 K ( X ^ m , q ) — ^ 0, 

将上述结果推广到某种椭球， 

7.8 无 A : 方因子数的分布 

如果一个整数不能被任何大干1的整数的次乘幂所整除，就称它为一无 A ; 
方因子的整数.用 Q h ( x ) 表示的无 fc 方因子整数的个数，则 

Q k (x)= ^ fi(i) = ^2 mo jk =x ^ +o(x^) 

Pm “ Kx i 

= C _1 ( k)x + 

这儿的误差项可用第三章 §19 的方法加以改进. 
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又用 q k ( n ) 表示第 n 个无 A : 方因子数 } 则当 n — oo 时，显然有 q k ( n ) - C — 1 
Fogels 141 ) 证明了 

qk{n + 1) -你 （ n ) = 

这个结果被下述的 Davenport 与 Roth 272 ) 的结果所代替.对于任何 * > 1，我们有 
Qk(x + h) - Q k (x) = E 冲） 

= E M0 ( _ r § ) + °( E !) 

t>t 

= 点 + O ⑷十 0(砧， + 0(7 V )， 

这里的 iV 表示适合 X < l k m(x + h，l > t 的数对 （ f , m ) 的对数，关于 TV 的估计为 

0(x +e (ht ~ +f _ ^T)). 

于是 

qk(n + 1) - qk(n) - 0(n 赤 +e ). 

对于 = 2 ,这个结果已用 van der Corput 关于指数和的估计加以改善,它的 
最新结果属于 Eichert 373 ) 5 此即 


g2(n + 1) — 92(77) = 0(n^log n) 


Erdos 274 ) 给出它的下估计，他证明了 

+ 1} - ^2(^) = Q 


log n 
log log n 


7.9 一 般方法 


Cauchy 积分定理在一般数论问题中的应用源于 Landau 238 ^ 的一个工作+在这 
工作中 ，他 证明了下面的 

定理 假设： c u , l v 都是 复数 ； a > 0, 为实数； U 都是 正数； / i 与 " 是 
》1 的整数 ； Ai < Aj < " - < < “ ■: 

a ) 对于任何 £ > 0,都有 


b ) 对于 cr > 1 + a ， 由 


Cn = 0( n a+e ); 


■ 删 * 
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定义的函数在全平面上是半纯的，且在任何带状区域 〜&以 中有有限多个极 

点； 

oo 

c) l ^ XnS 

在 a < 0时绝对收敛； " 

d ) 对于 (7 < 0, 


r(ai + As) …4 - ^s)Z(s) 

OO 

= r ( 7 i - M … r ( 7 , - S , s ) lne Ka ; 

1 

©) /?i + ■ * * + /?# = Si + ， ♦ * + 5 〆 

f ) 如命 

+ … + 7。一 （Cti H - h a^) + - (^ - u) — Tf, 

则有 

V ? 2 及卩》 a +豆； 

g ) 对于固定的带状区域^ < era , 存在常数 7 = 7(^1 使对^ a ^ cr 2 
及大的 | 斗有 

Z ( s )=0( e lW ) 

成立 ■ 

结论对于任何 e > (^有 


Cn = H(3T) + 0{x^ a+1 ^ +£ ), 

n^c 


此处 R ( x ) 为在带状区域 


0+1) 


2” — 1 
2t) + 1 


< <7 < Q -h 1 


中的 


Z ⑷ 


s 


的一切可能的极点上函数 


X 




8 


的各个留数之和 . 

由上面的定理, Landau 立刻得到下述结果： 

仏 ⑻二 ^(^- ilog fc_1 x 十…+ &0) + 0(工错+”， k^2 7 
[ 1 = 1x1+ 0(x^ 击和 )， fc > 2 ， 

Up Up < 33 


rv^x 
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这里的 ^ a ^ u ^ Uu 为一正定型，而表示 a — < X 的体积.乂 

y ~^ 1 = ' £ ), 

Na^.x 

此处 iVa 表示虚二次域 AT 中的理想数 a 的距， 

命 Xi W ， …， Xk [ n ) 为 k 个非主特征，则有 

^2 Xi ㈣… Xk(nk) ^ 0(x^ +c ). 

钝1… 

如果在 X i ( n ) r -, Xk ( n ) 中有主特征，则此结杲仍然正确，但在右方多添一主项- 



重要问题索引 


问鹿 


密率问题 


Klo ⑽ termann 和 


完全指数和 


mod p 的 S 
_余 


mod p 的原根 


索数分布 


相继素数 
的差距 


结果 


假如两个集合的密率之和大于或等于 l t 
则和集的密率等于 1. 

假如两个集合的密率之和小于1，则和 
集的密率大于或等于这两集合密串的和< 


若 


作者 




Schnirelmann 1930 §1,1 


Mann 


1942 §1.1 



设 P 为一素数， f(x) 赛叫 # +…+ 邮， 
又设 P 十叫，贝 ！ J 

_ 3!— 1 _ 


设 g 为一 > 1的整載，又 
/(^) — o > h^ h + ■ + aix 为一 次整系 
数多项式，并且（叫，…， ai ， g ) = 1,则有 
E 一 / ⑻ M 《 g 1 -*' 

记号所含的常数与 g 及 jfc 有关 . 


设 n 是 p _ 1 的一 个因子 ， 它 不等于 
则对 全体充 分大的 p , mo 4 p 的最小正 
ra 次 非剩余 

< (log p) 2 , k = , 


用 9( j >) 表示 P 的最小正原根，则有 

^) = 0(2^+^), 

此处 m 为 p — 1的互不相同的素因子个数. 


设 Jt ( a ：; I ) 为等差级数 gTl + f 中 
不大于 I 的素数 f 数^则有 

3i(sc; 仏 £) = + 0{are -c ^°® f ), 

W ⑷ 

记号 O 中的常数与 g 及 s 有关. 


对于< (】og 为 任意一数， 可有 

- + 0( xe ~ c ^ lo « *), 

*p(q) 

记号 O 中所含的常数关于 q 为一致. 


落在区间（八 A + x ) 中的素数个数 


+ 0 


】og log 


^ log ^ ' v VlDg 2 x 叫叫 7, 

记号 O 中所含的常数关于 d 为_致. 


等差级数三 l(mod q) 中的最小素数 
等于 Q { q C ), 此处夕为一绝对常数. 


jr ( a :) — 




表第7!个素数，则 

P + e 

Pn-^1 ~Pn = )- 


Weil- 

Carlitz- 

Uchiyama 


1957 


华罗庚 


1940 


华罗庚 


1942 


BuHorpa^oB 1958 


Page- 

Biegel- 

Walfisz- 


1936 


Selberg 


JIhhhhk 


Little wood 


Ingham 


1947 


1937 


§2.6 


§2.7 


BwHOrpa^OB 1926 §2.S 


§ 2,8 


§3 + 4 


§3.7 


§3,7 


§1.4 


1944 53.7 


1914 §3.5 


§ 3.6 













〔要问题索引 


『珊 ■ 



问題 


Waring 

问 A 


结果_ 


对于任何 s > 0,有无限多个 n 5 使 

Pn+l ~Pn 為 (I — e) lOg Pn ■ log log 
log log log log p n 


对于任何 C>0, 有无限多 个&使 


Pn+1 - Pn < f ^ + £ J L °S 


用 G(k) 表示最小的整数 S 之能使任何大整 
数都可表成至多 S 个 fc 次乘#之和者 t 则 
G(k) < fc(3 log k + 9) t 
G(3) ^ 7, 

G(4) ~ 16, G(5) < 23, G(6) ^ 36. 

W~9{k) 表示舍小的整数 s 之能使任何整数 
都可表成至多 s 个 fc 次乘幕之和者，则在 




+ 3 


成立时， 

洲 = 2 fc + (昼) 


2, ft > 6. 


ff(S) = 73 , 

19《？⑷《35, 37《 g(5) ^ 54, 

5(3) = 9， 


5(2) = 4 


作者 

发表年代 


Rankin 

1938 

§3.6 

Rankin 

1940 

§3.6 

BuHorpa^oB 

1947 

§42 

JIhhhmk 

1942 

§4.2 

Davenport 

1 ㈣ 

§4.2 


Dickson- 

Pillai- 

Niven 


1936 

1944 


§4,4 


Pillai 

194£l 

§ 4.4 

Dickson 

1933 

§ 4.4 



Math.Ann, 

Wieferich 

1909 

66 , 95- 

101， 1909. 
见 L* E, 
Dickson 著 
History of 
the theory 

Lagr^ge 

mo 

of Dmmbers 


U (New 
York) 
275-3M, 
1934, 


{ 2 k + l , 

2h 2 {2 log k + log 
log k + 25 )， 
时，能够得到方程 
JV = arj + 1 ■ ■ + 
的解数的渐进公式. 




k> 10 


华罗庚 


1953 


§4.1 
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Prouhet 

问题 


Gold bach 
问應 27S ) 


_ 结果 


用 N ( k ) 表示具有下面性质的最小的 h 存 
在 zi ，- - ■ ，讲，但 1/1，…，沘 

并非 H ■ At 的重新排列，它们满足 




则有 

\ J(fc 2 +3), 若 2 怍】 
N { k ) < { 2 

_ [ 5 (P+ 4 ), 若 2 ffc. 


用 M{k ) 表示使 

E = E l ^ h ^ 

i —1 i=l 

E 4 +1 / E yf +1 


可解的最小的 £ ，則 

M ( h ) < (fc + i )( 


^1(^ +2) 
log(l + 去） 


M(k) = fcH-l 3 2 ^ ^ ^ 9. 


Wright 


1935 


§4.5 


华罗庚 


19S8 


§4.5 


A. Gloden, 
Metirgradige 
Gleichun- 
geu, Gronin¬ 
gen 1944. 



Waring- 

Goldbach 

问题 


f 2* + 1, 1 ^ fc ^ 10 5 

^ ^ \ 2k 2 (2 log k + log 

[ log k + 2.5), ^ > 10 

时，能够得到方程 

AT = pf 4- ■ ■ - + p 5 

的解数的渐近公式，这里的 Pi 都是素数. 


用 H(k) 表示具有以下性质的最小整数每 _ 
充分大的整数（适合某些条件的）都是 s 个素数 
的 fc 次乘幂之和，则 

H(k) ^ c(fc) - 4fc log fc, 
i/(4) ^ 15, H(5) < 25, H(6) ^ 37, 

H{7) <55 t H(8) ^ 75. 


华罗庚 


1953 


华罗庚 


1953 


§3.4 


§3.4 
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续 


问题 

结果 

作者 

发 表年代 


麵内整点 
问题 

对于圖中的整点的个数 
刪 3 有 

j4(a?) = 7ix - 0(a; 40 +e ) 

华罗庚 

1942 

§7.5 


um t r < o < i - r 

^—KXf x t loifiS X x— *°° xi lofi4 ® 

Hardy 

1916 

S7.5 


J (^ te ) - ^y) 2 dy 

— c ⑶ a + 厂!、 + ( ) 4 

Landau 

1924 

§7.5 

除数问题 

用 D{x) 表示双曲扇形 w ^ x , w ^ l,v 会 1 
中的整点 (^i;) 的个数，则有 

D(as) = ^(loga: 十 27 — 1) + 0(1 始 +t ). 

迟宗陶， 
Richert 

1950 

§7,5 


/ i D ( v ) - Vi^ogy + 27 - ^)) 2 dy 

^0 3 

= ca：^ + 0(x log 5 a?). 

董光昌 

1956 

§7,5 


lim - X V° g $ + 27 一 W < 0 

( E—*00 x ^ log^ X log log x 

^ iisr 乃―》 - s ( lo g z 十 27 - 1 ) 

X i lo^ j x Ior loff 

Hardy 

1916 

S7,5 

球内整点 
问题 

对于落在球 

+v 2 -\- W 2 ^ X 

中的整点的个数 Ph), 有 

P{x) = 4- 0(3 ： 括十 

BnHorpa^oB 

1955 

54,7 


% n t 

设卩(似 1 } … 1 奴 n ) = E % l / %■如为一有行列 

1 




椭球内的 
整点问 0 

式 D 的正定型，如果存在 a (^ 0 ) f 使 对全体 p 
与 P ， aa^ 都是整数，则对 n > 8, 有 

+ 1) + 

Walfisz 

1924 

§4.7 


在上面的假定下，此同一结论对 5 < n < 7 也 
成立 - 

Landau 

1924 

54-7 


在上面的假定下，有 

E I- = 吵 ¥_”. 

VSr (号 + 1 ) 

Jarnik 

1931 

§4.7 
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